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Vorwort

Liebe Studierende, lieber Leser,

Dieses Skript zur analytischen Geometrie im dreidimensionalen Raum geht einen
ungewohnlichen Weg. Normalerweise wird steht das aufstellen und Losen von
Gleichungen im Vordergrund und die einzelnen Objekte wie Ebene, Punkt und
Geraden sind dann die Losungsmengen von Gleichungssystemen. In diesem Skript
wird sehr schnell das Skalarprodukt und das Vektorprodukt eingefiihrt, so dass Sie
Geometrie im drei- (bzw. zwei-) dimensionalen Raum durchfithren kénnen. Die
einzelnen Losungsverfahren werden nebeneinander gestellt. Dies ist beim Lernen
nur bedingt motivierend. Dies ist aber das grundsétzliche Problem der Vektor-
rechnung, dass Sie sehr viel grundlegendes Wissen miissen, um dann Geometrie
betreiben zu kénnen.

Dariiberhinaus werden in dem Skript immer auch Beispiele zur Vektorrech-
nung genommen, die sich nicht auf die dreidimensionale Geometrie beschrénken.
So soll der Ubergang zur linearen Algebra erleichtert werden. Dabei verlassen Sie
den Anschauungsraum.

Natiirlich empfehle ich Ihnen dringend auch andere Biicher aus der Biicherei
zu benutzen und im Internet sowohl nach Aufgaben als auch nach Erkldrungen
zu suchen.

Ich hoffe, dass dieses Skript dem Einen oder Anderen hilft, den Mathematik-
unterricht besser zu bestehen.

Wenn Thnen Fehler auffallen, oder Sie das Skript oder Teile kommentieren
mogen, schreiben Sie doch bitte an folgende Adresse:

,stewen.rvk@gmx.de”

Roland Stewen
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Kapitel 1

Einfiihrung

1.1

Definition von Vektoren

Sie kennen ,normale“ Zahlen, diese geben Thnen eine Gréfle an. Wenn Sie aber
jetzt auch noch eine Richtung benotigen (Ein Beispiel ist in der Physik die Kraftr.
Diese hat nicht nur eine Stérke sondern auch eine Richtung), dann benétigen Sie
Vektoren.

Ein Vektor sind untereinandergeschriebene Zahlen. Z. B.: (%) oder auch (é)

,Normale Zahlen“ — wie Sie sie bisher kennen — bezeichnet man im Unterschied
zu den Vektoren als Skalar.

Ein Vektor kann sehr unterschiedliche Bedeutungen haben. Nachfolgend seien
einige aufgefiihrt:

Ein Vektor kann die Kraft in der Physik représentieren. Die Kraft wird
durch einen Pfeil symbolisiert. Der Vektor gibt dann gerade die Verschie-
bung in x-Richtung (1. Komponente), in y-Richtung (2. Komponente) usw.
an. Die Lange des Vektors ist die Grofle der Kraft und die Richtung der
Kraft ist dann mit der Richtung des Vektors iibereinstimmend.

Der Lagerbestand in einer Firma. Die 1. Komponente ist dann der Bestand
der Grafikkarten, die 2. Komponente der Bestand der Festplatten usw. Da-
bei ist schnell klar, dass so ein Vektor viel mehr als 3 Komponenten haben
kann.

In der Geometrie kann ein Pfeil durch einen Vektor dargestellt werden.

In der Geometrie kénnen Koordinaten von Punkten durch Vektoren darge-
stellt werden.

In der Geometrie kann die Verbindung von zwei Punkten durch einen Vektor
dargestellt werden.
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Ein Vektor kann einen Namen bekommen (sollte er in der Regel auch!). Um
den Namen eindeutig von allen anderen Variablen oder Parametern abzugrenzen,
welche fiir einzelne Zahlen stehen, wird der Name des Vektors i. d. Regel mit
einem Pfeil versehen:

L (2
- (3

Koordinaten von Punkten dagegen werden mit Gro3buchstaben gekennzeichnet:
Ein Punkt: P(2]3).

Zweikomponentige Vektoren konnen als Pfeile in einer Ebene gedeutet werden
und dreikomponentige Vektoren als Pfeile im dreidimensionalen Raum. Beachten
Sie jedoch, dass ein Vektor nur eine Lénge und eine Richtung hat. Vektoren mit
gleicher Lénge und gleicher Richtung aber unterschiedlichem Anfangspunkt sind
jedoch identisch. (Vergleichen Sie Abb. auf S.[2)

Abbildung 1.1
Diese Pfeile werden alle durch den Vektor (3) dargestellt. Obwohl die Pfeile alle
einen unterschiedlichen Anfangspunkt haben, sind die Vektoren identisch. (Sie
représentieren alle z. B. dieselbe Kraft.)

Abbildung 1.2: Einen Ortsvektor kann man als Pfeil auf einen Punkt auffassen.

In der Geometrie sind drei Interpretationen wichtig:
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1. Insbesondere konnen Sie in der Geometrie einen Punkt durch einen Vektor
repréasentieren. Sie nennen diesen Vektor dann Ortsvektor.

Sie konnen natiirlich auch sagen, dass der Ortsvektor die Verbindungslinie
zwischen dem Punkt und dem Nullpunkt ist.

2. Sie konnen einen Vektor als Verbindungsvektor zwischen zwei Punkten an-
sehen.

3. Sie konnen den Vektor auch als Verschiebungsvektor betrachten. Dann ver-
schieben Sie einen Punkt um den Vektor zu einem anderen Punkt.

Zwei Vektoren sind gleich, wenn Sie gleichlang sind und dieselbe Richtung
haben.

1.2 Lénge eines Vektors

Die Lénge eines Vektors im kartesischen Koordinatenzystem (Die Koordinaten-
achsen haben jeweils einen 90° Winkel zueinander) lésst sich mit Hilfe des Satzes
von Pythagoras bestimmen. Wir untersuchen im folgenden zwei Beispiele und
verallgemeinern unsere gewonnen Kenntnisse dann auf hohere Dimensionen.

1.2.1 Linge eines Vektors in 2 Dimensionen

Abbildung 1.3: Der rote Vektor ist die Hypotenuse in dem griinen Dreieck, welches
leicht versetzt eingezeichnet wurde.

Gegeben ist der im Bild [I.3] rote Vektor:

(4
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Dies ist die Hypotenuse des griinen Dreiecks welches die Seitenldngen 3 und 4
hat. Die Lange der Hypotenuse berechnet sich dann wie folgt:

P =32+ 42

| = V3 + 42

Fiir einen allgemeinen Vektor: @ = (g} ) ist dann die Lénge sofort einleuch-
tend. Die Lange von @ (der Betrag von @ wird durch senkrechte Betragsstriche

angegeben) ist dann:
[ =|d| = \/a? + a3

1.2.2 Linge eines Vektors in 3 Dimensionen

Abbildung 1.4: Der rote Vektor ist die Hypotenuse des blauen Dreiecks. Die eine
Seite des blauen Dreiecks ist wiederum die Hypotenuse in dem griinen Dreieck.

Gegeben ist der im Bild [I.4] rote Vektor:

1

Dies ist die Hypotenuse des blauen Dreiecks. Eine Seitenldnge des blauen Drei-
ecks (die Lange der Seite welcher zur z-Achse parallel ist) ist bekannt: 2 (die 3.
Komponente des Vektors).
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Die andere Kathete des blauen Dreiecks (in der x-y-Ebene liegend) ist unbe-
kannt. Aber diese Seite selbst ist wiederum die Hypotenuse des griinen Dreiecks.
Die Katheten des griinen Dreiecks haben die Seitenldngen 1 und 2 (die 1. und 2.
Komponente von @).

Die Lange der Hypotenuse des griinen Dreiecks ist dann:

2 12 2
lovin = 17+ 2
2 _ 2 2
lgrﬁn_al+a’2

Die Lénge der Hypotenuse des blauen Dreiecks, die Lange von @ ergibt sich dann
durch:

|6|2 - lgri‘m + 22
’&"2 — 12_'_22_'_22

@ = V12 + 22 + 22

Oder allgemein:
ai
gi == a9
as

|d] = /a3 + a3 + a3

1.3 Rechenregeln zu Addition und Multiplikation mit
einer Zahl

Wir werden in diesem Kapitel die Rechenregeln fiir das Addieren (und Subtra-
hieren) zweier Vektoren und das Multiplizieren eines Vektors mit einer Zahl un-
tersuchen.

1.3.1 Addieren zweier Vektoren

Sie haben zwei Vektoren (siche Abb.: [L.F)):
Der rote Vektor:
. (1
= (3)

()

Wenn Sie beide Vektoren (Pfeile) addieren, dann , gehen“ Sie insgesamt 4 in x-
Richtung und 4 in die y-Richtung. Somit ergibt der rote Pfeil und der blaue Pfeil
zusammen den griinen Pfeil.

Der blaue Vektor:
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Abbildung 1.5: Die Vektoraddition. Der rote und der blaue Pfeil ergeben den
griinen Pfeil.

Der griine Vektor:
L (4
=\

G+b=2¢

Es gilt also:

Wenn Sie den roten Pfeil entlang gehen, dann den blauen Pfeil entlang gehen
und dann den griinen Pfeil zuriick gehen, kommen Sie wieder am Ausgangsort
an:

i+b—c=0

1.3.2 Multiplizieren eines Vektors mit einer Zahl

3214012345867

Abbildung 1.6: Die Vektormultiplikation mit einer Zahl.

Wenn Sie einen Vektor mit einer Zahl multiplizieren, so ist dies wie bei einer
normalen Multiplikation auch, dass Sie die Vektoraddition mehrfach hintereinan-
der ausfiihren.
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- ()
o () )

Wenn Sie einen Vektor mit einer Zahl multiplizieren, werden alle Komponen-
ten des Vektors mit der Zahl multipliziert.

1.4 Beispiele zur Vektoraddition

Nachfolgend sind einige Beispiele der Vektoraddition aufgefiihrt.

1.4.1 Krifte in der Physik

Wenn auf einen Korper verschiedene Kréfte wirken, so kénnen diese Kréfte durch
Vektoren dargestellt werden. Diese vielen Kréfte kénnen Sie durch eine resultie-
rende Kraft ersetzen. Diese resultierende Kraft erhalten Sie, indem Sie die Kréfte
komponentenweise addieren.

Sie erhalten dabei ein Krafteparallelogramm.

Abbildung 1.7: Zwei gleichgrofie Kréifte wirken in entgegengesetzte Richtung. Die
Bewegung ist null, die resultierende Kraft ebenfalls.

) +(5) =)
() -6) =)

Fiir die Bewegung des Korpers ist es egal, ob die beiden roten Kréfte oder die
eine blaue Kraft wirken. Anwendungen sind z. B. zwei Schlepper, die einen Tanker
ziehen.
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Abbildung 1.8: Zwei Krifte (rot) wirken auf einen Korper. Die resultierende Kraft
(blau) ergibt sich durch die Addition. Fiir die Addition sind die verschobenen
Vektoren gestrichelt gezeichnet.

1.4.2 Vektoren als Lagerbestand

Wenn Sie ein Beispiel fiir Vektoren ausserhalb der Geometrie nehmen, dann kon-
nen Sie einen Lagerbestand als Vektor darstellen:

x1 : Anzahl der Monitore

9 : Anzahl der Tastaturen

Der Vektor (3) bedeutet, dass in dem Lager 3 Monitore und 4 Tastaturen
vorhanden sind.
Wenn jetzt noch 2 Monitore und 1 Tastatur geliefert werden:

()+()= ()

So addieren Sie komponentenweise und erhalten 5 Monitore und 5 Tastaturen.

1.5 Polygonzug
In der Geometrie ist es egal, welchen Weg Sie von einem Punkt zu einem anderen
Punkt nehmen. (Im téglichen Leben nicht. Da ist ein Weg evtl. beschwerlicher

oder schoner als ein anderer Weg.) Im nachfolgenden Bild sehen Sie verschiedene
Wege um vom Ursprung zu dem Punkt P(5[5) zu gelangen.

() +()=C)
(1)-6)=6)

1. Der rote Weg:

2. Der griine Weg:
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5

5
Wenn Sie also losgehen, entlang der (Vektor-) Pfeile gehen und zum Ursprung
zuriickkommen, so haben Sie sich letztendlich nicht bewegt. D. h. fiir den roten

()~ () -0

1.6 Darstellung in Winkeldarstellung

3. Der blaue Weg:

Da jeder Vektor eine Linge und einen Winkel zu den Koordinatenachsen hat,
kann man dieses auch zur Beschreibung des Vektors benutzen. Ein Pfeil ist durch
seine Lange und seinen Winkel eindeutig angegeben.

Abbildung 1.9: Ein 2-dim. Vektor und sein Winkel

Wenn die Liange des Vektors gegeben ist durch |@| und der Winkel mit der
x-Achse « ist (siche Abb.[L.9), dann gilt fiir die einzelnen Komponenten:

xy = |d| cos(a)

xo = |d| sin(«)

Somit konnen Sie einen 2-dimensionalen Vektor auch schreiben als:

o= () = (i) = (i)

Beispiel:

S

I
N\
=~ W
N~
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Die Lénge des Vektors b ist:

b = V3 +42=v/9+16=v25=5

Der Vektor b schliesst mit der x-Achse folgenden Winkel ein:

4
f= arctan(g) = 53°

cos(53°) = 0,6
sin(53°) = 0,8

So kann man den Vektor b schreiben:

()5 ()

Wenn man die Bedeutung der Komponenten des Vektors éndert, d. h. man
benutzt andere Koordinaten (Kreiskoordinaten), dann hat die 1. Komponente die
Bedeutung der Lénge des Vektors und die 2. Komponente beschreibt den Winkel.
So hat dann der Vektor b bei diesen Koordinaten folgende Schreibweise:

s (5
= ()
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1.7 Ubungen

Aufgabe 1.1

Geben Sie einen Vektor an, der von Punkt A(1|5) zu Punkt B(3|7) zeigt.

(Losung siehe Seite [13)).

Aufgabe 1.2
Bestimmen Sie die Léange der Vektoren:

. (12
“=1\16
4
b= |22
20

(Losung siche Seite [13)).
Aufgabe 1.3

11

Gegeben ist Thnen ein Viereck. Lesen Sie die Koordinaten der Punkte A, B, C,

D ab und bestimmen Sie die Verbindungsvektoren: AB, BC, CD und DA.

5 T T T

A B
0 1 1 1 1
Bestimmen Sie ebenfalls BA.  ° ! 2 8 4
(Losung siehe Seite [13)).
Aufgabe 1.4

Gegeben ist Thnen folgendes Dreieck: A(1|1), B(3|1) und C(2|3)
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4
3.5
3
2.5
2
1.5
1
0.5
0

0051152253354

Bestimmen Sie die Seitenmittelpunkte.
(Losung siehe Seite [14)).
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Zu Aufgabe:
Geben Sie einen Vektor an, der von Punkt A(1]5) zu Punkt B(3|7) zeigt.

Den gesuchten Vektor erhalten Sie, wenn Sie B-A berechnen:

i) ()~

Wenn Sie vom Ursprung in Richtung A laufen, dann den Vektor ¢ entlang,
kommen Sie bei B an.
Es muss also gelten:

L1\ 2\ (3
tre=(3)+ ()= ) =
Zu Aufgabe: [1.2]

Bestimmen Sie die Lénge der Vektoren:

Probe:

@ = V122 + 162 = /144 + 256 = V400 = 20

|Z;] = V42 4222 4 202 = /16 + 484 + 400 = v/900 = 30

Zu Aufgabe:
Gegeben ist Thnen ein Viereck. Lesen Sie die Koordinaten der Punkte A, B, C,

D ab und bestimmen Sie die Verbindungsvektoren: AB, BC, CD und DA.
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0 1 1 1 1
Bestimmen Sie ebenfalls BA. 0 ! 2 8 4

Die Koordinaten der Punkte sind: A(1|1), B(3|1), C(4[4) und D(1|3).

o AB:

(J—BZCD_ i1))): ;’)
b= (N-()-(2)
. DA: A-D= G) - (;,) - (—02)

=)= ()= ()

Es gilt: AB = - BA, weil Sie andersherum laufen.

Zu Aufgabe:
Gegeben ist Thnen folgendes Dreieck: A(1|1), B(3]1) und C(23)
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4
3.5
3
2.5
2
1.5
1
0.5
0

0051152253354

Bestimmen Sie die Seitenmittelpunkte.
Wir bestimmen zuerst die Seiten:

T wea()0)
- w0

o))

1. Mitttelpunkt der Seite AB:
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2. Mitttelpunkt der Seite BC:

3. Mitttelpunkt der Seite AC:

16



Kapitel 2

Skalarprodukt

Mit Hilfe des Skalarproduktes konnen Sie in der Geometrie Winkel zwischen Vek-
toren ausrechnen, bzw. leicht zeigen, dass Vektoren senkrecht zueinander sind.
Dariiber hinaus werden wir die wichtige Eigenschaft verwenden, dass das Ska-
larprodukt null ist, wenn die Vektoren senkrecht aufeinander stehen. Diese Ei-
genschaft benutzen wir dann, um im dreidimensionalen Raum Ebenen (bzw. im
zweidimensionalen Raum Geraden) zu definieren.

In der Physik wird bei der Berechnung der Arbeit (Arbeit gleich Kraft in Weg-
richtung mal Weg) die Projektionseigenschaft des Skalarproduktes ausgenutzt.

2.1 Definition des Skalarproduktes

Das Skalarprodukt zweier Vektoren ist folgendermafien definiert: Das Skalarpro-
dukt ist die Summe der komponentenweisen Multiplikation.
Beispiel fiir das Skalarprodukt eines 2-dim. Vektors:

- 7 b

a-b= (Z;) . <b;> :a1b1+a2b2
1 3

() ()=t sr2a-sps-n

Das Skalarprodukt zweier Vektoren ist eine Zahl.
Wir werden in diesem Abschnitt die Formel fiir das Skalarprodukt beweisen:

Bzw.:

G- b= a|[b] cos(y)

v ist der eingeschlossene Winkel zwischen den beiden Vektoren @ und b.
Diese Beziehung hat wichtige Bedeutungen:

1. Wenn der Winkel zwischen den beiden Vektoren 90° betrégt, dann ist das
Skalarprodukt null.

17
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2. Wenn das Skalarprodukt null ist, dann ist der Winkel zwischen den beiden
Vektoren 90°.

3. Sie kénnen mit obiger Formel den Winkel zwischen zwei Vektoren sehr
einfach berechnen, da das Skalarprodukt schnell ermittelt werden kann und
die Betréige der Vektoren ebenfalls.

2.2 Rechenregeln des Skalarproduktes

Aus der Definition des Skalarproduktes werden hier die wichtigsten Rechenregeln
hergeleitet.

1. Das Kommutativgesetz:

1!
SHl
I
Sl
ST

sieche Kapitel S.

2. Das Assoziativgesetz mit Skalaren:

—

(r@)-b=r(a-b)

siehe Kapitel S.

Wenn Sie einen der beiden Vektoren unverdndert lassen, ist das Skalarpro-
dukt proportional zur Linge des anderen Vektors.

3. Das Distributivgesetz:
i-(b+d)=a-b+a-é

siehe Kapitel S.

Dieses Gesetz bendtigen Sie, wenn Sie Klammern auflosen wollen z. B. bei
Beweisen

4. Der Zusammenhang zwischen dem Skalarprodukt und dem Betrag eines

Vektors:
a-a= |c_i|2

siehe Kapitel S.

Dieses Gesetz benotigen Sie oft bei Beweisen oder Umformungen.



KAPITEL 2. SKALARPRODUKT 19

2.2.1 Kommutativgesetz — Vertauschungsgesetz
i-b=0b-a
Dieses Gesetz ist eigentlich sofort einleuchtend. Hier betrachten wir exempla-
risch zwei 2-dimensionale Vektoren:

a1 by . . by !
(o) () == () ()

Da die Multiplikation kommutativ ist, konnen Sie auch die Vektoren @ und b beim
Skalarprodukt vertauschen.

2.2.2 Assoziativgesetz mit Skalaren — Vertauschungsgesetz
(rd@) - b=r(@-b)

Auch dieses Gesetz betrachten wir exemplarisch fiir 20dimensionale Vektoren:

rap bl .
(raz) . <b2> =ra; by +razbs

Sie konnen auch spéter mit » multiplizieren und erhalten dennoch dasselbe Er-

gebnis:
r {(al) . (bl)] =r(a1 by +asby) =raj by +rasby
a2 by

Dies bedeutet insbesondere, wenn dy undﬁl;o jeweils Vektoren der Lange 1 mit
derselben Richtung wie die Vektoren @ und b sind:

a-b=|al|bl (@ :- bo)

Sie werden spiéter lernen, dass das Skalarprodukt von dy und l;o der Kosinus des
eingeschlossenen Winkels ist.

2.2.3 Distributivgesetz — Klammerregel
i-b+d)=a-b+a-é
Auch dieses Gesetz schauen wir uns exemplarisch mit 2-dimensionalen Vektoren

an. Da fiir die normale Multiplikation das Distributivgesetz gilt, gilt das Distri-
butivgesetz dann auch beim Skalarprodukt:

> /7 ! ] bl +
@ (b + E) o (CLQ) <b2 + CQ)
:al(bl+01)+a2(b2+02) :a1b1+alcl+a2b2+agc2

:a1b1+agb2+a201+a202

= (o) (o) () ()
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2.2.4 Skalarprodukt und Betrag
i-d=|a]

Der Zusammenhang wird auch hier nur exemplarisch fiir 2-dimensionale Vektoren

gezeigt.
- 3] 45]
a-a= . =@y a1+ azas
(05} (05}

Der Betrag des Vektors a ist:
ary| _ 2 2
()’ —Ji+a

Wenn Sie den Betrag des Vektors quadrieren hebt sich die Wurzel weg:

jal =

= i+ o

Durch unmittelbaren Vergleich sehen Sie, dass die Behauptung gilt.

2.2.5 Kosinus zum Quadrat

Der Kosinus des Winkels ist bestimmt durch das Skalarprodukt und der Betrége
der beiden den Winkel einschliessenden Vektoren:

i b
cos(y) = =
|l |o]
Somit gilt fiir das Quadrat:
(a-b)?
cos(y) = =
O
und mit der Beziehung: |G@|> = a - a@
= l‘)’ 2
cos?(y) = %
(@-ay(b-b)

2.3 Herleitung der Beziehung Winkel-Skalarprodukt

In diesem Abschnitt wird die Beziehung zwischen dem Winkel und dem Skalar-
produkt hergeleitet: . .
a- b= |af[b] cos(y)

oder umgestellt, um den Winkel zu bestimmen:

ST
S

cos(7) =

BT

Qy
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Wenn Sie die Regel beachten:|d|? = a - @ ergibt sich:

(@-a)b-

)

Es werden verschiedene Vorgehensweisen angeboten.

cos?(+) =

1. Die Herleitung mit Hilfe des Kosinussatzes. (Kapitel: 2.3.1] S.

2. Die Herleitung mit Hilfe der Additionstheoreme im 2-dimensionalen Raum.

(Kapitel: [2.3.2] S.

2.3.1 Herleitung mit Hilfe des Kosinussatzes

Fiir die Beziehung des Skalarproduktes und dem Kosinus ist es nicht erforderlich,
dass Sie den Beweis fiir den Kosinussatz kennen. Sie kénnen ihn auch einfach nur
benutzen. Deshalb wird der Beweis des Kosinussatzes in einem spéteren Kapitel

(siehe Kapitel: S.[23) ausgefiihrt.

Das Quadrat der Lénge eines Vektors kann durch das Skalarprodukt ausge-
driickt werden.
Die Lénge wird durch den Betrag angegeben: |d|.

ld] = /a2 4+ a3+ ...

@?=a®+a2+...
Es gilt aber andererseits:

a1 a1

a-a=\|a | | @ :a1~a1—i—a2-a2+...:a%—i—a%%—...

Es gilt somit:
a-a=|al?
Der Kosinussatz besagt, dass in jedem Dreieck folgende Beziechung gilt:

a’> +b* —2ab cos(y) = ¢

a und b sind aneinandergrenzende Seiten, welche den Winkel ~ einschliessen. ¢
liegt dann dem Winkel v gegeniiber.
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L
o
—~
(M)
w
~
o
[

Nun schreiben wir die Seiten als Vektoren:

o o4y U
Il
W e ©

= Q Q

Der Vektor & kann durch die Vektoren @ und b ausgedriickt werden:
g=a—b

Nachrechnen ergibt die Richtigkeit:

Nun ist die Lénge der Seite a gleich dem Betrag des Vektors a: |d
In Vektorschreibweise sieht der Kosinussatz so aus:

j@l* + B> = 2a] [b] cos(y) = |’
Die Quadrate der Betriige werden nun ersetzt: |@]?> =@ - d
@-a+b-b—2|alb cos(y) =c-¢
Nun wir der Vektor & ersetzt durch @ — b:

@-a+b-b—2|a bl cos(y) = (@—b)-(a—b)

22
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Ausklammern auf der rechten Seite ergibt:

-, - -

@-a+b-b—2|albl cos(y)=a-a—2a-b)+b-b)
Kiirzen auf beiden Seiten ergibt:
—2a| |b] cos(y) = —2a - b)

Erneutes kiirzen auf beiden Seiten ergibt das Skalarprodukt:

-

|@|[b] cos(v) =@ b)

Herleitung des Kosinussatzes

Der Kosinussatz (oder auch der ,allgemeine Pythagoras“) erlaubt Thnen nicht nur
eine Aussage zu den Seitenldngen im rechtwinkligen Dreieck zu machen sondern
Sie erhalten eine Beziehung der Seitenldngen eines beliebigen Dreiecks.

Wenn Sie ein beliebiges Dreieck nehmen (vergleichen Sie mit der Abb. ,
dann konnen Sie die Hohe h, vom Punkt B auf die gegeniiberliegende Seite b
einzeichnen. Die Hohe trifft auf die Seite b im Punkt H,.

Da die Hohe senkrecht auf die Seite steht, haben Sie jetzt zwei rechtwinklige
Dreiecke geschaffen. Bei dem unteren Dreieck (A, B, H;) werden wir den Satz
des Pythagoras anwenden. Das obere Dreieck (Hy, B, C) benutzen wir, um die zu
bestimmen, wie die Seite b unterteilt wurde vom Hohenfulpunkt H,,.

Die Stecke H,C liegt im rechtwinkligen Dreieck (Hp, B, C) an den Winkel ~
an und wird somit durch den Kosinus bestimmt. Die Seite a liegt dem rechten
Winkel gegeniiber und ist deswegen die Hypotenuse:

H,C = a cos(7)

Die Strecke AH, ist die ganze Strecke b vermindert um die oben bestimmte
Strecke H,C:
AHy, =b—a cos(7)

Die Stecke H,B liegt im rechtwinkligen Dreieck (H,, B, C) dem Winkel ~
gegeniiber und wird somit durch den Sinus bestimmt. Die Seite a liegt dem rechten
Winkel gegeniiber und ist deswegen die Hypotenuse:

Hy,B = a sin(7)

Nun wenden wir bei dem unteren Dreieck (A, B, Hy) den Satz des Pythagoras
an:

¢ = (AH,)* + (BH,)?
= (b—a cos(7))* + (a sin(y))?
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Abbildung 2.1: Ein Dreieck mit der Hohe h;, auf die Seite b (dem Punkt B
gegeniiberliegend). Die Seite b kann unterteilt werden in zwei Streckenabschnitte:
a-cos(y) und @ — a - cos(7)

Binomische Formeln:
=b*—2ab cos(y) + a* (cos(7))? + a* (sin(y))?
Einklammern von a?

=b* —2ab cos(vy) + a® [(cos(7))? + (sin(y))?]
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Wir benutzen folgende Beziehung: (sin(7))? + (cos(7))? = 1 (Pythagoras)
=b*—2ab cos(y) +a® [1]
Umstellen ergibt den gesuchten Kosinussatz:

=a®+b*—2ab cos(y)

2.3.2 Herleitung mit Hilfe des Additionstheorem

In diesem Kapitel wird die Beziehung Skalarprodukt und Winkel fiir 2-dimensionale
Vektoren (im 2-dim. Raum) mit Hilfe des Additionstheorems fiir den Kosinus her-

geleitet.
o (@) la| cos(a)
- \az)  \al sin(«)

Es gilt:
= () - ()

Weiterhin gilt das Additionstheorem:

und

cos(a + ) = cos(a) cos(B) — sin(a) sin(3)
Es gilt:

cos(—B) = cos(5)
sin(—f) = — sin(beta)

Und damit:
cos(a — ) = cos(a) cos(B) + sin(a) sin(f)

o (lal cos(@)) {1bl cos(8)
b= (|a| Sin(a)) | <|b| sin(ﬁ))
= |a| cos(a) [b] cos(B) + |a| sin(c) [b] sin(53)
= |a| |b] [cos(a) cos(B) + sin(a) sin(S)]
— la] t] [cos( — B)]
= |al [b] cos(7)

Mit v als Winkel zwischen den beiden Vektoren @ und b.
Sie erhalten die gesuchte Beziehung:

G- b= la|[b] cos(v)
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p <

AT

P

Abbildung 2.2: Der Vektor 7 ist senkrecht zum Vektor d. Die Projektion des
Vektors b auf 7 ist eingezeichnet.

2.4 Projektion

Das Skalarprodukt ist die Projektion eines Vektors auf einen anderen Vektor
multipliziert mit der Lénge des anderen Vektors:

@-b=|al cos(y)[b|

Wichtige Anwendungen, die hier kurz vorgestellt werden soll sind in der Physik
die Berechnung der Arbeit mit Hilfe des Skalarproduktes und in der Geometrie
die Berechnung der Hohe, bzw. Abstand eines Punktes.

Einige wichtige Anwendungen, die die projektive Eigenschaft des Skalarpro-
duktes benutzen:

e Die Berechnung der Arbeit in der Physik.

e Die Berechnung der Hohe, bzw. die Berechnung des Abstandes eines Punk-
tes von einer Ebene, Gerade usw. in der Geometrie. (Dies benutzen Sie
spater, um das Volumen eines dreidimensionalen Kérpers zu berechnen.

2.4.1 Die Arbeit in der Physik

In der Physik ist Arbeit das Produkt aus Kraft mal Weg. Wobei nur die Kraft in
Wegrichtung gezéhlt wird.
Arbeit = F, - s
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Die Kraft in Wegrichtung ist gerade die Projektion des Kraftvektors auf die Weg-
richtung. Wenn der Weg durch einen Vektor dargestellt wird, dessen Richtung
dem Weg entspricht und dessen Lénge der Liénge des Weges entspricht, dann ist
das Skalarprodukt gleich der Arbeit. In vektorieller Schreibweise gilt also:

Arbeit = F - §

2.4.2 Die Hohe oder der Abstand zu einer Geraden

Die Liange der Hohe ist der Abstand eines Punktes zur entsprechenden Geraden.
(Im Dreieck ist die Lange der Hohe h, der Abstand vom Punkt C zur gegeniiber-
liegenden Seite c).

Die Lénge der Hohe entspricht der Projektion der Hohe auf einer Geraden,
welche senkrecht zur entsprechenden Seite ist. Wenn der Normalenvektor die Léan-
ge 1 hat gilt:

I
—_

10|

h=iy-b

I
St

Wenn |7i| nicht eins ist, miissen Sie noch durch die Lénge des Normalenvektors
teilen.
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2.5 Ubungen

Aufgabe 2.1 .
Geben Sie das Skalarprodukt der beiden Vektoren @ und b an.

1 . 3
a=| 2 b= |1
—2 1

(Losung siehe Seite [30)).
Aufgabe 2.2
Bestimmen Sie den Winkel zwischen den beiden Vektoren:

() -0

(Losung siehe Seite [30)).

Aufgabe 2.3
Zeigen Sie, dass die beiden Vektoren orthogonal (senkrecht) zueinander sind:
3 . 1
a= -2 b=\ 1
1 -1

(Losung siehe Seite [31).
Aufgabe 2.4
Geben Sie einen orthogonalen Vektor zu @ an:
P 3
- \1
(Losung siehe Seite [31)).
Aufgabe 2.5

Geben Sie einen orthogonalen Vektor zu @ an:

(Losung siehe Seite [31)).
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Aufgabe 2.6
In einem Vektor ist Thnen der Dieselpreis pro Tag fiir eine Woche gegeben:

1,4
1,45
15
=115
1.5
1,4
1,3

In einem zweiten Vektor ist Thnen die Anzahl der verkauften Litermengen pro
Tag angegeben:

1000
2000
2000
2000
1000
1000
1000

~
|

Bestimmen Sie den Umsatz dieser Woche.
(Losung siehe Seite [32)).
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Zu Aufgabe: B
Geben Sie das Skalarprodukt der beiden Vektoren @ und b an.
1 3
a=| 2 b= |1
-2 1
1 3
2 1]=1-3+2-1+(-2)-1=342-2=3
—2 1

Zu Aufgabe: [2.2]

Bestimmen Sie den Winkel zwischen den beiden Vektoren:

~(2) -

Zuerst miissen die Lingen der Vektoren bestimmt werden:

|@| = V52 + 122 = /25 + 144 = V169 = 13

|b] = V82 + 152 = /64 + 225 = V189 = 17
Das Skalarprodukt von @ und b:

5\ /8
<12) . (15) 5.8 1215 = 40 + 180 = 220

i b=l |p] cos(v)

Umstellen ergibt

Der Winkel betréigt 5°.
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Zu Aufgabe:

Zeigen Sie, dass die beiden Vektoren orthogonal (senkrecht) zueinander sind:
3 1
a=1-2] b=1[1
1 -1

Die Vektoren sind genau dann orthogonal zueinander, wenn das Skalarprodukt
null ist.

B 3
a-b=|-2 1
1 -1
=3-14+(-2)-14+1-(-1)
=3-2-1

=0

Zu Aufgabe:
Geben Sie einen orthogonalen Vektor zu @ an:

-(

Das Skalarprodukt des gesuchten Vektors mit dem Vektor @ muss null ergeben.

- ()

ist z. B. ein gesuchter Vektor.
Weitere Vektoren sind:

USW.

Zu Aufgabe:
Geben Sie einen orthogonalen Vektor zu @ an:

3
a= |1
2

Eine einfache Moglichkeit ist, dass Sie jeweils eine Komponente null wihlen
und dann die anderen beiden durch Vertauschung und Anderung eines Vorzei-
chens wihlen:

. 1 -1 2 0
b: —3 bg - 3
0 0 -3 -1

oL
I
o
Sy
I
o
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Wo Sie das Vorzeichen wechseln ist egal (siche b und by).
Es gibt natiirlich noch mehr Méglichkeiten, wie z. B.:

Wichtig ist, dass das Skalarprodukt mit @ null ergibt.
Zu Aufgabe:

In einem Vektor ist Ihnen der Dieselpreis pro Tag fiir eine Woche gegeben:

1,4
1,45
1,5
=115
15
1,4
1,3

In einem zweiten Vektor ist Thnen die Anzahl der verkauften Litermengen pro
Tag angegeben:

1000
2000
2000
2000
1000
1000
1000

Bestimmen Sie den Umsatz dieser Woche.

Den Umsatz des Tages bestimmen Sie, indem Sie den Preis pro Liter mit
der verkauften Menge des Tages multiplizieren. Um den Umsatz der Woche zu
ermitteln, miissen Sie die Umsétze aller Tage addieren.

~
Il

1,4 1000
1,45 2000
1,5 2000
Umsatz = | 1,5 | - | 2000
1.5 1000
1,4 1000
1,3 1000
=1,4-1000 + 1,45 - 2000 + 1,5 - 2000 + 1,5 - 2000 + 1,5 - 1000 + 1,4 - 1000 + 1,3 - 1000
= 14500

14.500 Euro wurde in der Woche umgesetzt.



Kapitel 3

Vektorprodukt — Kreuzprodukt

Das Vektorprodukt oder auch das Kreuzprodukt zweier dreidimensionaler Vek-
toren bestimmt einen Vektor, welcher senkrecht zu beiden Vektoren ist.

Dariiber hinaus werden wir sehen, dass wman mit Hilfe des Vektorproduktes
die Fléche des Parallelogramms berechnen kann, welche durch zwei Vektoren
aufgespannt wird.

3.1 Definition des Vektorproduktes

Das Vektorprodukt der beiden Vektoren @ und b:

ai b1 ag by — az b
ao X bg = | as bl — a bg
as b3 aq bg — ay b1

Wie merken Sie sich das Kreuzprodukt? Schreiben Sie einfach beide Vektoren
untereinander nochmal hin und bilden dann ,Kreuze".

Beispiel:

1 4

i= 12|, bo=15
3 6

Schreiben Sie nun die beiden Vektoren untereinander:

1 4
2 5
3 6
11’ 4
2 5
3 6

Jetzt bilden Sie das Kreuzprodukt in folgender Weise, dass Sie fiir eine Zeile
jeweils die anderen Zeileneintrige miteinander multiplizieren. Die Verbindung

33
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von links oben nach rechts unten zéhlt positiv, die Verbindung von links unten
nach rechts oben zdhlt negativ:

1. Fir die 1. Zeile bilden Sie ein Kreuz aus den folgenden beiden Zeilen (Nr.
2 und Nr. 3).

2. Fiir die 2. Zeile bilden Sie ein Kreuz aus den folgenden beiden Zeilen (Nr.
3 und Nr. 4).

3. Fiir die 3. Zeile bilden Sie ein Kreuz aus den folgenden beiden Zeilen (Nr.
4 und Nr. 5, bzw. Nr. 1 und Nr. 2).

1. Schritt: Wir berechnen die x-Komponente:

2-6-3-5

W = W N
S G O Ot

2. Schritt: Wir berechnen die y-Komponente:

|

3. Schritt: Wir berechnen die z-Komponente:

W N~ WD -
Y U = O Ot =

N esa
5 6 3-4—1-6
1 4 =]|1-5-2-4
2 5
3 6
Also:
- 1 4 2-6—3-5 -3
C=dxb=|2]|x[5]=13-4—-1-6] =16
3 6 1-5—-2-4 -3
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3.2 Rechenregeln

3.2.1 Bilinearitét

Fiir eine reelle Zahl 7: r € R und zwei Vektoren @ und b aus dem dreidimensionalen
Raum gilt:
(rd) x b=r(dxb)

Das bedeutet anschaulich z. B., dass wenn ein Vektor um den Faktor zwei ver-
grofert wird, dass Vektorprodukt ebenfalls um den Faktor zwei vergrofiert wird.

Beweis:
ray b1
(7“6) X b= ras X b2
ras bg

Anwenden des Vektorproduktes
Tagbg — Tagbg
= ra361 — ’l“albg

Talbg — TCLle

Ausklammern von r

CLng - CL3b2
=T (l3b1 - a1b3

a1b2 — CLle
— (@ x b)

3.2.2 Distributivgesetz

Fiir drei Vektoren aus dem dreidimensionalen Raum gilt:

—,

(@+b)xT=axT+bxa

Beweis:
_ ay + by C1
(EI:—Fb)ng a2+b2 X | C
as -+ b3 C3
(CZQ + b2)63 — ((13 + 63)02
= (Clg —+ bg)Cl — (a1 -+ bl)Cl
(a1 + bl)Cg — (CLQ + bQ)Cg
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Hier gilt das normale Distributivgestez fiir reelle Zahlen

aoCs3 + szg — A3Cy — bgCQ
= asCq + bgCl — a1y — b161
a1Cy + b102 — Q9C3 — 6263

A2C3 — a3C2 bacz — bycy
= | asci —aicr | + | bscr — bicy
a1Co — A9C3 blcg — b263

=agxc+bxc

Das Distributivgesetz mit der Biliniaritdt zusammen lésst Sie das Vektorpro-
dukt auch anders schreiben.

a1

C_l'Xg: ao Xg
as
[ /1 0 0 .
= |aq 0 + asg 1 + asg 0 X b
-\ 0 1

= (a1€1 + a2€2 + a3€3) X g

Wenn man dieses Gesetz voraussetzt, und zusétzlich die Multiplikation der Ein-
heitsvektoren vorgibt, erhélt man ebenfalls das Vektorprodukt. (siche Kap. [3.7]

S. B9).

3.2.3 Antikommutativitit

Fiir zwei Vektoren aus dem dreidimensionalen Raum gilt:

axb=-bxa
Beweis:
bgag - b3(12
—bxa=— bgal — b1a3
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Alphabetische Umsortierung ergibt

agby — asbs
= — albg — Cbgbl
CLle — ale
asbs — azbs
= a3b1 - CL1b3
a1b2 — CLle
—axb

3.3 Normaleneigenschaft des Vektorproduktes

Hier zeigen wir mit Hilfe des Skalarproduktes, dass das der durch dass Vektor-
produkt @ x b gebildete Vektor 71 tatséchlich senkrecht zu den beiden Vektoren a
und b ist.

az - by — az - by
n=axb= ag'bl—al'bg
ai - bg — Q9 - bl
1 ist senkrecht zu @ und 5, wenn die Skalarprodukte von @ und b mit 77 jeweils 0
ergeben:

aq a2~b3—a3-b2
a-n= ag : a3'b1—a1'b3
as ap by —az - b

= Cl1(a2 53 —as b2) + az(ag by —a; b3) + Clg(al by — as bl)

:a1a2b3—a1a3b2+a2a3b1—a2a1b3+a3a1b2—a3a2b1

=0
und es gilt:
. by az - by —az- by
b-n= bg : a3'b1—a1'b3
b3 al'bQ—CLQ'bl

= bi(ag by — az by) + by(az by — a1 bs) + bz(a1 by — as by)
= b1a2b3 — b1a362+b2a3b1 —b2a1b3 +bga1b2 - b3a2b1
=0
Bemerkung: Oftmals wollen Sie nur einen senkrechten Vektor zu @ und b

bestimmen. Dann koénnen Sie den Vektor auch kiirzen, also jede Komponente des
Vektors durch dieselbe Zahl teilen.
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3.4 Herleitung aus den Gleichungen

Ein oft auftretendes Problem in der Vektorrechnung ist die Suche nach einem
Vektor, der zu zwei gegebenen Vektoren senkrecht ist. Die Antwort bietet das
Vektorprodukt. Sie kénnen jedoch auch von der Bedingung und dem Skalarpro-
dukt ausgehen.

Angenommen, Sie haben die 3-dimensionalen Vektoren @ und b. Gesucht ist
ein Vektor 77, der sowohl zu a@ als auch zu b senkrecht steht. Dann muss jeweils
das Skalarprodukt von 7 mit @ und b null sein:

St
I

0
0

SN R
S
I

Das ergibt zwei Gleichungen:

ainy + asng + asnz = 0
b1n1 + b2n2 + b3ﬂ3 =0

Oder in Matrixschreibweise:

2 =
by by b s 0
Dieses Gleichungssystem ist allgemein losbar:

Zuerst wird eine Zeile mit Nullen ergénzt, um eine quadratische Matrix zu
erhalten:

ap Qg as ny 0
bl bQ b3 N9 = 0
0 0 O ns 0
I'=a;-I1—by-1
aq as as n 0
0 aq b2 — Q2 bl aq 173 — as bl %) = 0
0 0 0 ns 0

[/:(albg—a2b1>'[—a2'[[

al(al b2 — ay bl) O CL3(CL1 b2 — as bl) —CL2<CL1 b3 — as bl) (Al
0 aq bg — a9 b1 aq b3 — as b1 ) =
0 0 0 n3

Ausmultiplizieren in der 1. Zeile
al(al bg—agbl) 0 aq (lgbg—(lgagbl — a2b3+a2(l3b1 nq

0 aq bg — a9 b1 aq bg — as b1 Mo =

0 0 0 ns
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Zusammenfassen der Summanden in der 1. Zeile

aq (a1 bQ — a9 bl) 0 a1 as bg — a1 Q9 b3 nq 0
0 aq b2 — Q9 b1 aq b3 — as b1 o = 0
0 0 0 ng 0
I/ = I/a1
aq bg — Q2 b1 0 as bg — Q9 b3 T 0
0 aq b2 — Q9 b1 aq b3 — as b1 o = 0
0 0 0 ng 0

[/:I/<a1b2—a2b1)

1" = I[/((Zl b2 —agbl)
1 () 9sbe—asbs

a1 ba—ag by n 0
a1 bg—az by _
O 1 a1 ba—as by N9 = O
00 0 ns 0

Damit ergibt sich die Lésung zu:

_ agba—asbs

ai ba—ag by

= __aibz—azby

n=r a1 bo—ao by

1
Substituieren Sie: s = _——*—— und multiplizieren Sie das Minuszeichen mit
der Klammer aus:

- (a3 by — as 53) as b — asz by
n=s —(albg—agbl) =S &3[)1—&163
a; by — az by a1 by —ag by

Wenn man nun s = 1 wihlt, ist dies gerade das Vektorprodukt.
Wenn die Vektoren @ und b ganzzahlige Komponenten enthalten, hat der
Normalenvektor 72 ebenfalls nur ganzzahlige Komponenten.

3.5 Herleitung aus den Regeln

Sie konnen das Vektorprodukt fiir zwei dreidimensionale Vektoren @ und b aus
den Regeln eindeutig bestimmen.

e Das Vektorprodukt soll bilinear sein:

-,

(rd@) x b =1(@ % b)

re R
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e Es soll das Distributivgesetz gelten:

(@4+b)xT=axT+bx@

e Es soll anti-kommunitativ sein:

Insbesondere gilt dann z. B. (siehe auch néchste Regel):

_’1Xé'2:—6_’)2><é’1
e Es soll ein Rechtssystem sein:
51 X 52 = 53
53 X 51 = 52
52 X 53 = éi

Beachten Sie, dass mit der anti-kommunitativen Regel dies eigentlich 6 Be-
dingungen sind.

e Das Vektorprodukt eines Vektors mit sich selbst soll null sein:

€1X€1:O
€2X€2:O
é’gxé},:O

Sie konnen nun mit Hilfe dieser Bedingungen ein das Vektorprodukt entwickeln,
um dann anschliessend zu zeigen, dass der so gebildete Vektor tatséchlich auf
den anderen beiden senkrecht steht und auch die Flache des gebildeten Paralle-

logramms enthélt.

ay
axb= as x b
as
[ 1 0 0
=1la; |0 4+ax | 1] 4+a3|0 % b
i 0 0 1

= (al(?l + a2€2 + CL3€3) X g
Dieselbe Umformung fiir den Vektor b fiihrt zu

= (a1€1 + a2€2 + a3€3) X (blgl + 6252 + bgé},)
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Ein Verkniipfen dieser Gleichung nach dem Distributivgesetz (jeder Summand der
ersten Klammer wird mit jedem Summanden der zweiten Klammer verkniipft)

fithrt zu folgendem Term:
axb= (1151 X blgl + (1151 X bggz + a1€1 X b3€3
+ a2€2 X blgl + aggg X bggg + aggg X bggg

+ CL3€3 X blgl + CL3€3 X bggg + CL3€3 X bggg

Nun sind aber alle Summanden Null bei denen €] X €1, bzw. €3 X €5, oder €3 X €3
auftritt:

axb = 0 + (1,151 X 6252 + a1€1 X bggg
-+ Clgéé X blgl -+ 0 + a2€2 X bggg
+ CL3€3 X blgl + (1,353 X b2€2 + 0

Andererseits ist aus den Regeln bekannt:

€9 X €1 —e1 X €
€1X€3:—63X51
€3X€2:—€2X€3
Dies fiihrt zu:
axb = 0 + a1€1 X bggg — a1€3 X bgé}

+

a2€1 X blgz
CL3€3 X blgl

0
a3€2 X bggg

_l_

+ (lgéé X bgé},
+ 0

Jetzt werden die Vektorprodukte der Einheitsvektoren gebildet:

éi X 52 = 53
53 X 51 = 52
52 X 53 = 51
a x g = 0 + a1b2€3 — a1b3€2
— a2b1€3 + 0 + azbggl
+ agzbiey — azhéy + 0

Wenn man nun neu sortiert erhalt man:
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Oder in Vektorschreibweise:

ax by azbs — azbe
axb= a9 X bz = CL3b1 — a1b3
as bg ale — CLle

Die anderen Eigenschaften (Betrag des Vektorproduktes gleich der von den
Vektoren aufgespannten Flache und die Orthonormalitdt zu den multiplizierten
Vektoren) miissen genau so nachgewiesen werden.

3.6 Vektorprodukt und Fliche

In diesem Abschnitt wird der Zusammenhang zwischen dem Vektorprodukt und
der Flache des Parallelogramms, welches die zwei Vektoren aufspannen aufgezeigt.

Dieses Kapitel konnen Sie auch iiberspringen. Die Herleitung ist nicht zwangs-
ldufig gewinnbringend und ideenreich.

Das Ergebnis vorweg:

A(@, b) = |@ x b

Das Betrag des Vektorproduktes entspricht der Fliche des von den Vektoren @
und b aufgespannten Parallelogramms.

Im Laufe der Herleitung werden wir verschiedene Umformungen durchfiihren
miissen. Hier also zur Erinnerung kurz vorweg:

1. Winkel lassen sich mit Hilfe des Skalarproduktes bestimmen:

U
S

cos(y) =

>

!

v ist der von den beiden Vektoren @ und b eingeschlossene Winkel. (Vgl.

Kap. 2.3 S.

2. Im rechtwinkligen Dreieck ist das Quadrat der Hypotenuse gleich der Sum-
me der Quadrate der Katheten:

sin?(7y) + cos*(y) =1

3. Das Quadrat des Betrages eines Vektors entspricht dem Skalarprodukt des
Vektors mit sich selbst:
d?=a-a

(Vgl. Kap. [4] S.
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Abbildung 3.1: In diesem Bild sehen Sie wie die zwei Vektoren @ und b ein
Parallelogramm aufspannen. Die Hohe des Parallelogramms ist gegeben durch:
h = |d| sin(y). v ist der von den beiden Vektoren eingeschlossene Winkel.

Die Fliche des von den beiden Vektoren @ und b aufgespannten Parallelo-
gramms erhalten Sie, indem Sie die Hohe mit der Grundseite des Parallelogramms

multiplizieren. (S. Abb. 3.1} S.

A=hlb|

Die Grundseite ist hier gegeben durch die Lénge des Vektors b. Die Hohe lisst
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sich mit Hilfe des Sinus und dem eingeschlossenen Winkel v bestimmen:

h = la] sin(7)
A= a] o] sin()

Im folgenden soll jetzt der Winkel v mit Hilfe des Skalarproduktes bestimmt
werden. Dadurch werden die Trigonometrischen Funktionen wieder aus der Fla-
chenberechnung eliminiert.

Es gelten folgende zwei Beziehungen:

sin?(7y) + cos®(y) =1
sinQ('y) =1- COSQ(’)/)

sin(y) = /1 — cos?(y)

und
a-b
cos(y) = 22
|l |b]
—».6')2
cos® v) = (@ =
") |a@|* [b]2

Einsetzen der obigen Beziehungen fiir die Fléche:
A = |al [b] sin(y)

= [al [b] /1 = cos?(7)

—». 2
— la| || /1 — @
|a@]? [b]?

Die Wurzel des Quadrates ist wieder dieselbe positive Zahl

-,

_ (@b

|al [bf? S
@l [bf?

Multiplizieren Sie wie beim Klammern auflésen

o g 2
— \/|CL’2 |b|2 _ |a|2 |b‘2 M

l? [b]2

Kiirzen ergibt dann:

= \Jla2 b2 — (a- By
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Wenn Sie die Regel beachten:|d|? = a - @ ergibt sich:

A=\/@-a)F b - @5
Dies ist sicherlich eine schone und auch praktische Regel, hat aber noch nichts mit
dem Vektorprodukt zu tun. Deshalb werden wir jetzt die Komponentenschreib-
weise fiir dreidimensionale Vektoren benutzen:

aq b1
a= (05} b= b2
as b3
dann gilt folgendes:
aq aq
a-a=|ay az | = af + a3 +a;
as as
und
b1 b1
b-b= | by by | = b2 + b3 + b3

=,

(@-@)(b-b) = (a®+ a2 + a2) (b3 + b2 + b2)
= (a]b? +aibs+aiby) + (a3b? +a3b; + a3 b3) + (a3 b] + a3 by + a3 b3)
Die Klammer sind nur {ibersichtshalber gesetzt.
Andererseits gilt fiir den anderen Summanden:

o ay by
a-b= [45) . bg :albl~|—a2b2+a3b3
as b3

Und das Quadrat:

(@-b)? = (a1 by + ag by + a3 bs)?
= (a1 b1 + az by + ag bs)(ai by + as by + ag bs)
=aybyay1 by + a1 by az by + ay by as bs
4+ a9 bg a1 by + ag by as by + as by as bs
+ agbsay by + az bz az by + az bz az bs
= (a1 b1)* + (az ba)* + (a3 b3)?

Umsortieren und zusammenfassen ergibt:

Die Diagonalelemente
+ 2((11 bl (05} bg) + 2(&1 bl as bg) + 2(&2 b2 as bg)
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Umsortieren ergibt:

= ((ll b1)2 -+ (CLQ b2)2 + (a3 b3>2
+ 2(&1 a9 b1 bg) + 2(@1 as b1 bg) —+ 2(@2 as b2 bg)

Der Ubersicht halber betrachten wir A%. Dann kann die Darstellung iiber mehrere

Zeilen erfolgen.
Wenn wir nun dies alles zusammenfiihren:

-

A=\)@ @)F 5 - @5
A? = (a% bf + a% bg + a% bg)
+ (a3 b2 + a3 b3 + a3 b3)
+ (a2 b? + a2 b3 + a3 b3)
— (a1 b1)? = (azby)® — (agbs)®
— 2(&1 a9 bl bg) — 2(&1 as b1 bg) — 2(&2 as b2 bg)

Entfernen gleicher Summanden

212 212
=ay by +ajbs

+ ag bf + a% bg
+ a3 b} + a; bj
— 2(@1 (05} bl bg) — 2((11 as bl bg) — 2(&2 as b2 bg)

Wenn wir jetzt umgekehrt den Betrag des Vektorproduktes berechnen:

aq bl a9 b3 — as bg
axb= Qa9 X bg = agbl—albg
as bg aq bg — Q9 b1

Um leichter vergleichen zu konnen, ermitteln wir nicht die Linge sondern das
Quadrat der Linge. (Dies sollte dann mit A? {ibereinstimmen.) Dann ist das

Quadrat des Betrages:

1@ % b = (as by — as by)?
+ (az by — a b3)?
+ (a1 by — az by)?
= a3 b — 2ay bz as by + a3 b
+a3b3 —2az by ay by + ai b;
+ajby —2aybyas by + a3 b
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Umordnen der einzelnen Buchstaben nach dem Alphabet:

:a§b§—2a2a3b2b3+a§b§

+a§bf—2a1a3blbg+afb§

+a%bg—2a1agblbg+agbf

Umordnen der Summanden ergibt:

_ 272 232
=ajb; +aj b;

+a3b +a3b;
+ a3 b} + a3 b;

—2a1agblb2—2a1a3b1b3—2a2a3b2b3

Im Vergleich zur Rechnung oben ergibt sich nun die anfingliche Behauptung;:

-,

A=\/@ @) F b - @ 5
A=|a@xbl

3.7 Bemerkung

Einige kleinere Hinweise:

1. Sie verwenden in der analytischen Geometrie eigentlich niemals einen Punkt
P im Vektorprodukt. Denn es soll so gut wie niemals ein anderer Vektor
senkrecht auf der Verbindungslinie Ursprung Punkt P stehen.

Dies ist manchmal ein Fehler, den Anfénger bei der Berechnung von z. B.
Abstédnden usw. machen.

2. Das Vektorprodukt macht nur Sinn und ist auch nur so definiert fiir dreidi-
mensionale Vektoren. Im vierdimensionalen Raum hilft Thnen das Vektor-
produkt nicht. Aus einem zweidimensionalen Raum (Sie haben also nur 2
Koordinaten!) kénnen Sie durch ,anhéngen einer Null“ einen dreidimensio-
nalen Vektor erstellen bei dem die z-Komponente Null ist. (SchlieBlich ist
der zweidimensionale Raum im dreidimensionalen Raum eingebettet.)

1
<;)—> 2
0

So konnen Sie dann hier auch senkrechte Vektoren konstruieren.
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3. Uberpriifen Sie immer! das Vektorprodukt mit Hilfe des Skalarproduktes.
So vermeiden Sie Schwierigkeiten bei der weiteren Rechnung, welche wegen
eines kleinen Rechenfehlers sonst unweigerlich auftauchen.

1 2 2
21 x 10 = 5
3 1 —4
Probe:
1 2
15 | =1-242-54+3-(-4)=2+10—-12=0
3 —4
und
2 2
0]- {5 |=22+0-5+1-(-4)=440-4=0
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3.8 Ubungen

Aufgabe 3.1
Bestimmen Sie das Vektorprodukt der beiden Vektoren:

1 -1
1
3 2

QL
I
[\
>
I

(Losung siehe Seite [50)).

Aufgabe 3.2

Ermitteln Sie die Fléche des Dreiecks, welches durch die Punkte A(1]2]3), B(4]2]2),
C(4]0]5) aufgespannt wird.

(Losung siehe Seite [50)).
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Zu Aufgabe:
Bestimmen Sie das Vektorprodukt der beiden Vektoren:

1
i= |2
3
—1
b= | 1
9

Héngen Sie zumindest die wl. und 2. Zeile an die Vektoren an und bilden Sie
dann das Kreuzprodukt, indem Sie kreuzweise multiplizieren und damit die Zeile
dariiber erstellen.

Beispiel: Die neue 1. Zeile bekommen Sie, indem Sie die 2. und 3. Zeile kreuz-
weise multiplizieren:

Verfahren:
1 —1
2 1 2.2-3-1 4-3 1
3| 2 [=(3(-n-12)=[-3-2|=|-5
1 ~1 1-1—2-(=1) 142 3
1

Hier wurde ein anderes Verkniipfungszeichen gewahlt, weil hier zwei 5-dim. Vek-
toren verkniipft werden zu einem 3-dim. Vektor. Dies ist ja so kein Vektorprodukt.
Es gilt also:

Zu Aufgabe:
Ermitteln Sie die Flidche des Dreiecks, welches durch die Punkte A(1]2]3), B(4]2]2),

C(4]0]5) aufgespannt wird.
Zuerst miissen die das Dreieck aufspannenden Vektoren gesucht werden:

4 1 3
d=B-A=1|2]-[2]l=1( o0
2 3 1
1 4 -3
e=A-C=12|=-1o]l =1 2
3 5 )

Da es sich um eine Dreiecksfliche handelt, benttigen wir die Hélte der Parallelo-
grammfléche.
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Die Fldche des Parallelogramms ist gleich der Lénge des Vektors 7.

7| = V22 + 92+ 6% = VA + 81+ 36 =121 =11

Die Fldche des Dreiecks ist dann 5,5 FE (Flacheneinheiten) gross.

ol



Kapitel 4

Skalar- und Vektorprodukt

In diesem Abschnitt betrachten wir Zusammenhénge zwischen dem Skalarprodukt
und dem Vektorprodukt.

4.1 Volumen eines Parallelepipeds

Ein Parallelepiped ist ein Korper, der von drei Vektoren aufgespannt wird:

Ein Parallelepiped ist ein ,,verschobener* Quader (so wie ein Parallelogramm
ein , verschobenes* Rechteck ist).

Die Grundfidche ergibt sich durch das Vektorprodukt:

A=daxb

Die Hohe ergibt sich dann aus der Projektion des Vektors ¢ auf den Normalen-
vektor.

V=G h=(Gxb)-¢
Mit welchen Vektoren Sie das Vektorprodukt bilden ist natiirlich egal.
Insbesondere konnen Sie mit Hilfe des Volumens entscheiden, ob drei Vektoren
in einer Ebene liegen. Ob drei Vektoren einen Raum oder eine Ebene aufspannen
ist ein Entscheidungskriterium fiir:

1. Kann man diese drei Koordinaten als Basis fiir einen 3-dim. Raum be-
nutzen? Also kann man alle Punkte im 3-dim. mit diesen drei Vektoren
ausdriicken?

2. Wenn die drei Vektoren Richtungsvektoren fiir eine Ebene und eine Gera-
de darstellen (zwei fiir eine Ebene und ein Vektor fiir die Gerade), dann
entscheidet sich, ob die Gerade parallel zur Ebene liegt.

Wenn das Volumen null ist, dann liegen die drei Vektoren in einer Ebene.

92
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Abbildung 4.1: Drei Vektoren spannen ein Parallelepiped auf.

23
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-

Abbildung 4.2: Zwei Vektoren (@ und b) ergeben die Grundflache. Die Hohe des
Parallelepipeds erhélt man durch die Projektion des dritten Vektors auf den Nor-
malenvektor. Die Projektion wird berechnet mit Hilfe der Skalarmultiplikation.
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4.2 Trigonometrische Beziehungen

In diesem Abschnitt werden nur die Formeln der vergangenen Abschnitte gesam-
melt.

v sei im gesammten Abschnitt der Winkel zwischen den beiden Vektoren @
und b.

4.2.1 Kosinus

ab
)
4.2.2 Sinus

o ]axl
)=

4.2.3 Tangens
tan(y) = @ X?'
a-b

4.3 Mehrfaches Vektorprodukt — Grafimann Identitit

In diesem Abschnitt untersuchen wir, was passiert, wenn Sie das Vektorprodukt

zwischen zwei Vektoren bilden und dann erneut mit einem Vektor das Vektorpro-
dukt bilden: .
ax (bx?)
Sie haben 2 Vektoren b und & (nicht parallel) im 3-dim. Raum. Wenn Sie das

Vektorprodukt der beiden Vektoren b und @ bilden, erhalten Sie einen Vektor 71,
welcher jeweils orthogonal (senkrecht) zu den Vektoren b und ¢ ist.

n=bxc

Dieser Vektor 7 steht senkrecht auf der von den Vektoren b und & aufgespannten
Ebene.

Wenn Sie jetzt das Vektorprodukt von dem Vektor 77 und dem Vektor a bilden,
erhalten Sie einen Vektor, welcher senkrecht auf 77 steht und somit in der von den
Vektoren b und @ aufgespannten Ebene liegt und senkrecht zu @ ist.

-

d=axi=ax(bxad
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Dies ist z. B. hilfreich, wenn Sie ein Dreieck im Raum haben, und eine Hohe des
Dreiecks (also eine Senkrechte auf einer Seite des Dreiecks in der Dreiecksebene)
suchen.

Demzufolge kann man den Vektor d auch nur durch die beiden Vektoren b
und ¢ ausdriicken:

-,

Ax(bxd)=(a-Ab—(a-b)e

4.3.1 Beweis

bg C3 — b3 Cy

g c= bgCl—blcg

blcg—bgcl

. ba c3 — bz ca
&'x(bx@): bgCl—blcg
blcg—bgcl

Cl2(b1 cy — by 01 - Cl3(b3 1 — b 03)
= a3(62 c3 — bs 62) - al(b1 cy — by Cl)
(Il(bg C1 — bl 63) — (Ig(bQ C3 — b3 Cz)

ausmultiplizieren der Klammern
a2b102 —(Igbgcl —agbgcl +a3b163
= a3b203—a3b302—a1b102+a1b201
ai bscy — a1 bycg —azbacg + az bz co
Umsortieren (1. und 4. Spalte und 2. und 3. Spalte)
asbico+azbicz —asbycy —aszbscy
= a3b203+a1b201—a3b3c2—a1b1c2

a1b301+a2b362—a1b103—a2b2c3

In der ersten und zweiten Spalte steht der Vektor b mit entsprechenden Vorfak-
toren und in der dritten und vierten Spalte erscheint der Vektor ¢:

Qo Co + a3 C3 a2b2+a3b3
x(bxé): asc3 + a1 b— agbg+a161 c
ai ¢y + as ca ay bl+a2b2

Die jeweiligen Vorfaktoren sind fast jeweils das Skalarprodukt. Bei dem Vektor b
ist es fast bis auf den dritten Summanden das Skalarprodukt @ - ¢ und bei dem
Vorfaktor des Vektors ¢ ist es fast das Skalarprodukt a - b.
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Wir ergénzen also eine ,,Null®.

Qo Co + a3 C3 a; by cy ai by cq as by + a3 by
aAx (bx?d)=|azcs+arc; | b+ | agbaca | — | agboca | — | asbs+a1 by | €
a1 C1 + Qg Co as b3 Cs3 as bg Cs aq bl + ao bg
N ~~ >
0

Die Summanden in der Mitte ergéinzen das jeweilige Skalarprodukt, so dass man
kurz schreiben kann:

-

Ax(bxd) = (@ ab—(a b



Kapitel 5

Gerade

5.1 Definition einer Geraden in Parameterform

Wir werden uns zuerst Geraden im 2-dimensionalen ansehen:
Wir betrachten Punkte, die sich durch folgende Anleitung ergeben:

o= () ()

Wenn Sie verschiedene Werte fiir ¢ einsetzen, erhalten Sie verschiedene Punkte,
welche sich auf einer Geraden befinden (siehe Abb.[5.1)). ¢ ist ein Parameter, in den
Sie alle rellen Zahlen einsetzen, um damit alle Punkte der Geraden zu erhalten.

Beispicle: - @ 1 G) - @
= ()2 ()-()

Die Geradengleichung ist folgendermaflen aufgebaut:

o 2 » 1
G = 3 1
—— ——

Name der Geraden
Ein beliebiger Punkt der Geraden Richtungsvektor der Geraden

Eine solche Geradengleichung ist in der Parameterdarstellung. ¢ ist der Parameter,
fiir den Zahlen eingesetzt werden. Im zweidimensionalen kann man auch eine
Normalendarstellung erzeugen.

Der Richtungsvektor ist ein Vektor parallel zur Geraden (umgangssprachliche Vor-
stellung: ,liegt in der Geraden“). Welchen Punkt der Geraden Sie nehmen ist egal.
Ebenso ist die Lange des Richtungsvektors egal. Darum unterscheiden sich manche
Geradengleichungen obwohl sie dasselbe Objekt beschreiben.

o8



KAPITEL 5. GERADE 29

12 + 12 +
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1210 8 6 4 2,0 2 4 6 8 1012 1210 8 6 4 2,0 2 4 6 8 1012
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64 64
s s
10 + 10 +
12 12
12+ 12
10 4 t 10 t
8+ 8
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44 4
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Abbildung 5.1: Die Punkte der griin eingezeichneten Geraden werden durch den
roten Pfeil und Vielfache des blauen Pfeiles erzeugt. Die Punkte ,links* von dem
roten Pfeil werden durch negative t-Werte erzeugt.

() ()
o= () ()

g und h beschreiben dieselbe Gerade. Der Punkt der Gerade h (3/4) ergibt sich
in der Gerade g, wenn ¢ = 1 gewihlt wird. Die Richtungsvektoren sind Vielfache
voneinander, zeigen also in dieselbe Richtung, auch wenn sie nicht gleichlang sind.

8y
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Im 3-dimensionalen wird die Geraden ebenso beschrieben. Z. B.:

1 5
go:T=1[2]+t]6
3 7
<é) ist ein Punkt der Geraden und <§) ist der Richtungsvektor der Geraden.

5.2 Punktprobe

Wenn Sie eine Geradengleichung haben, kénnen Sie sehr leicht einzelne Punkte
ausrechnen. Schwieriger ist der umgekehrte Weg: Zu entscheiden, ob ein Punkt
zu einer Gerade gehort oder nicht.

Gegeben ist eine Gerade g:

1 3
g:r=|(2]+t]|1
3 4

und zwei Punkte P(4/3/7) und Q(4/3/8)
Um zu entscheiden, ob diese Punkte der Gerade zugehoren, miissen Sie priifen,
ob es ein t gibt, dass folgende Gleichung 16st:

1 3 4
21 +t1)] =13
3 4 7

Dies sind im Prinzip 3 Gleichungen:

14+3t=4
2+t=3
3+4t=7

Wenn Sie die erste Gleichung l6sen, erhalten Sie: ¢t = 1. Einsetzen in die 2. und
3. Gleichung ergibt, dass ¢ = 1 auch diese Gleichungen 16st. P ist also ein Punkt
der Geraden.

Bei QQ sieht das anders aus:

1 3 4
21 +t|1| =13
3 4 8

Die Losung der ersten Gleichung ergibt wiederum ¢ = 1. Aber in die 3. Gleichung
eingesetzt, erhalten Sie nicht 8 sondern 7. Also ist Q kein Punkt der Geraden.
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5.3 Lagebeziehung von Geraden mit Hilfe des Gaussver-
fahrens

In diesem Abschnitt lernen Sie, wie Sie den Schnittpunkt von zwei Geraden be-
stimmen. Sie suchen dazu den Punkte, der beiden Geraden gemeinsam ist. Um-
gangssprachlich: ,Sie setzen die Geraden gleich* und 16sen das Gleichungssystem
z. B. mit Hilfe des Gaussverfahrens.

In diesem Kapitel wird der Zusammenhang zwischen den Lagebeziehungen der
Geraden und der jeweiligen Losungsmenge des Gleichungssystems. Als systema-
tisches Verfahren des Losens von Gleichungssystemen bietet sich das Gaussver-
fahren an.

5.3.1 Schnittpunkt

Gegeben sind zwei Geraden:

6 1
g1 r=|1]+r|0
5 1
7 2
g :r=13]+s|1
8 3

Abbildung 5.2: Die beiden Geraden g1 und g2 (siehe Text).

Gesucht ist der Punkt, der beiden Geraden gemeinsam ist:

6 1 7
11 4+710] =13 +s|1
1 8
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(Achten Sie darauf, dass die Parameter der jeweiligen Geraden unterschiedlich

sind. Hier wurde zur r und s gewéhlt.) Ziehen Sie auf beiden Seiten <§> ab:

1 1 2
r{0)l=12]+s|1
1 3 3
Ziehen Sie auf beiden Seiten s @) ab:
1 2 1
r{0] —s|1] =12
1 3 3

Schreiben Sie jetzt, fiir die Schreibweise beim Gaussverfahren, das Minuszeichen
in dem Vektor:

1 —2 1
r{0]+s|-1] =12
1 -3 3

1 —2 1
0 —1 .(T): 2
1 -3 5 3

I = 11T —1

1 —2 1
0 —1 -(T): 9
0 —1 5 2
III =11 —1I

1 —2 1
0 —1 -(r): 2
0 0 5 0
II'=(-1)-1I

1 -2 1
0 1 -(T>= )
0 0 5 0
I'=1+2-II

1o\ -3
01 (): b
00 5 0

Da die untere Zeile nur aus Nullen besteht, gibt es eine eindeutige Losung fiir r
und s. Somit gibt es einen Schnittpunkt:
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In g1 eingesetzt:

6 1 3
S=11]+(=3)-({0]=|1
5 1 2

oder in g2 eingesetzt:
7 2 3
S=(3]+(-2)-[1]=]1
8 3 2

5.3.2 Parallele Geraden

Gegeben sind Thnen zwei Geraden:

6 1
%1 T = 1 +7r|0
5 1
7 1
g:T=1|3]+s|0
8 1
Wenn Sie wiederum einfach gleichsetzen:
6 1 7 1
11 +r|10]=13]+s|0
5 1 8 1
Ziehen Sie auf beiden Seiten den Vektor <§) ab:
1 1 1
r{0]=12]+s|0
1 3 1
Ziehen Sie auf beiden Seiten: s ((1)) ab:
1 —1 1
r{0] +s| 0 | =12
1 —1 3
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In der zweiten Zeile ist links in der Matrix eine Nullzeile, aber der Ergebnis-
vektor enthélt dort keine Null. Sie miissten also eine Losung fiir das folgende
Gleichungssystem finden:

Or+0s =2

Es gibt keine Zahlen fiir » und s, welche diese Gleichung erfiillen.

Wenn das Gleichungssystem keine Losung hat, haben die Geraden keinen
Punkt gemeinsam. Dies bedeutet, dass die Geraden parallel oder windschief im
Raum sind. Da die Richtungsvektoren Vielfache voneinander sind (hier ist der
Faktor 1, da sie gleich sind), sind die Geraden parallel.

5.3.3 Identische Geraden

Gegeben sind Thnen zwei Geraden:

6 1
%1 T = 1 +7r|0
) 1
8 1
ggif: 11 +s5]0
7 1

Beide Geraden haben denselben Richtungsvektor, sind also entweder parallel oder
identisch. Da sie beide unterschiedliche Ortsvektoren haben, ist die Identitat der
beiden Geraden nicht unmittelbar ersichtlich.

Sie konnten jetzt einfach schauen, ob der Ortsvektor von g1 ein Punkt von g2
ist oder wie oben die beiden Geradengleichungen gleichsetzen.

6 1 8 1
1 +r{0)=1(1)+s]0
1 1

5.3.4 Zusammenfassung

5.4 Schnittwinkel zweier Geraden

In diesem Kapitel soll dargestellt werden, wie Sie den Winkel zweier sich schnei-
dender Geraden erhalten. Dies ist z. B. wichtig, wenn Sie die Punkte eines Drei-
ecks haben, daraus die Geraden durch die Punkte ermitteln und dann die Winkel
des Dreiecks bestimmen wollen.

Bei den Geraden miissen Sie nur den Winkel zwischen den Richtungsvektoren
bestimmen.

Bei