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Kapitel 1

Einfiihrung

Das Gauflsche Eleminationsverfahren ist ein systematisches Verfahren zum Lo-
sen von Gleichungssystemen mit mehreren Variablen und mehreren Gleichungen.
Diese konnen unter Umsténden auch mehrere Losungen beinhalten.

In diesem Skript zum Gaussverfahren werden wir zuerst das Standardver-
fahren kennenlernen. Dies beinhaltet eine Losung eines Gleichungssystems ohne
Spezialfalle. Dann werden wir Regeln aufstellen, wie man die Matrizen bearbeiten
kann und untersuchen anschliefend einzelne Spezialfille.

Der Rest des Skriptes behandelt dann Gleichungssysteme mit mehreren Lo-
sungen. Zuerst wird der Begriff der Determinante eingefiihrt, mit dem man be-
stimmen kann, ob die Losung des Gleichungsystems eindeutig ist oder nicht, und
seine Berechnung fiir (2 x 2)- und (3 x 3)-Matrizen. Alsdann wird das Losungs-
verfahren fiir Gleichungssysteme mit mehreren Losungen entwickelt und Spezial-
falle aufgezeigt und deren Lésungen.

Im AnschluB gibt es Ubungsaufgaben.

1.1 Definitionen

In diesem Abschnitt werden einige Begriffe, welche im folgenden benutzt werden
definiert. Bei einem ersten Durchlesen werden Sie diese Begriffe vielleicht nur
iiberfliegen und spéter dann genauer nachlesen.

e Vektor (Kap. [T S. 2]
Matrix (Kap. .12, S. B

Hauptdiagonale (Kap. [LT.3] S. B)

Einheitsmatrix (Kap. [LT4] S. B

quadratische Matrix (Kap. [LTH S. B)
Gleichungssystem in Matrixform (Kap. [LT.6] S. B)
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1.1.1 Vektor

Ein Vektor sind einzelne Zahlen in einer Spalte angeordnet und mit einer Klam-
mer umgeben. Zu dem Vektor gehéren aber noch die Regel der Addition (zweier
Vektoren) und der Multiplikation (eines Vektors mit einer reellen Zahl).

Uber den Namen des Vektors schreibt man normalerweise einen kleinen Pfeil.
(Ausnahmen sind manchmal Physiker, welche eine kleine Tilde unterhalb des
Vektors schreiben, das lassen wir aber mal).

1
r=12
3

Oftmals werden die Komponenten des Vektors mit x fiir die erste Komponente
bezeichnet und mit y fiir die zweite bzw. z fiir die dritte Komponente:

()

T
=1y
z

oder

Allgemein kann man aber auch die Komponenten mit Indizes angeben:

I
= | 9
T3
oder
ay
- a2
a =
as
)
Wie man mit Vektoren rechnet ist fiir das Bestimmen von konkreten Losungen
wichtig.
Zwei Vektoren werden komponentenweise addiert. Beispiel:
1 4 5
21+ 15 =17
3 6 9

Ein Vektoren wird mit einer rellen Zahl multipliziert indem alle Komponenten mit

dieser Zahl multipliziert werden (Es wird so das Vielfache eines Vektors gebildet).
Beispiel:

1 )

512] =110

3 15
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1.1.2 Matrix

Eine Matrix besteht aus Zahlen, welche in Spalten und Zeilen stehen und mit
einer Klammer umgeben sind.
Beispiel fiir eine Matrix:

12 01
M=1[2 3 -2
01 0

Die Elemente (hier einer (3 x 3)-Matrix) werden wie folgt angegeben:

miy Miyz2 M3
M = | ma1 maa mas
m3z1 M3z 1M33

Eine (2 x 3)-Matrix:
M= (mn mi2 m13>

Moy Mo 123

1.1.3 Hauptdiagonale

Die Hauptdiagonale einer Matrix sind die Elemente: mqy, mas usw.

1.1.4 Einheitsmatrix

Die Einheitsmatrix hat nur Einsen auf der Hauptdiagonalen und sonst nur Nullen:
(2 x 2)-Einheitsmatrix:
10
(o 1)

(3 x 3)-Einheitsmatrix:

o O =
o = O
_ o O

1.1.5 Quadratische Matrix

Eine Matrix, die genau so viele Spalten wie Zeilen hat, nennt man eine quadra-
tische Matrix.

1.1.6 Gleichungssystem in Matrixform

Gleichungssysteme werden in Matrixform geschrieben, indem die Gleichungen zu-
erst sortiert werden, so dass die entsprechenden Variablen an einer entsprechenden
Stelle stehen:
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Beispiel:
Folgendes Gleichungssystem ist gegeben:

204+ 3x —52=0
Tz2=3—x
2+ 2=28

Die Terme mit z werden dann in die 1. Spalte geschrieben, die Terme mit y in
die 2. Spalte usw.:

3r + 2y + =5z = 0

le + 0y + 72z = 3

Oz + 2y + 1z = 8

Um dieses Gleichungssystem in Matrixform zu erhalten, werden nun x, y usw.
und die +-Zeichen weggelassen.

3 2 =5 0
0 7 =3
2 1 8

INEINSO

1

0

Statt (g) kénnen Sie auch einfach kurz & schreiben.
In diesem Skript gelten folgende Begrifflichkeiten:

3 2 =5 x 9
Matrix: (1 0 7 | Losungsvektor: | v | Ergebnisvektor: | 3
0 2 1 z 8

Wenn Sie mehr Variablen haben als Zeilen, dann kénnen Sie auch die restlichen
Gleichungen mit ,Nullen auffiillen®:
Beispiel:
Folgendes Gleichungssystem ist gegeben:
204+ 3y —52z=0
dr +2y+T72=3
Sie konnen eine Zeile ergidnzen, so dass Sie dann spéter eine quadratische Matrix
erhalten:
204+ 3y —52=0
dr +2y+T72=3
0z + 0y +0z=0

Diese zusétzliche Zeile ist sicherlich nicht falsch. Dies ergibt dann eine quadrati-
sche Matrix:

2 3 =5 0
4 2 7 |1¥=13
00 O 0

Dies macht spéter die Formulierung des Algorithmuses einfacher.



Kapitel 2

Das Additionsverfahren

Das Additionsverfahren ist etwas einfacher als das Gaufische Eliminationsverfah-
ren und es ist ein guter Baustein auf dem Weg zum Gaufischen Eliminationsver-
fahren.

Das Additionsverfahren wird in der Regel nur bei zwei Gleichungen ange-
wendet. Wenn das Vielfache dieser Gleichungen addiert wird, so entsteht eine
Gleichung mit nur einer Unbekannten, welche dann gelost werden kann.

Sollten Sie das Additionsverfahren kennen, dann reicht es, wenn Sie dieses
Kapitel iiberfliegen.

2.1 Voriiberlegungen

Eine Gleichung kénnen Sie sich durch das Waagenmodell veranschaulichen:
Beispiel:
3r+ by =2x+7

Im Bild 2Tl ist die Gleichung veranschaulicht. Die Zahlen sollen durch Gewich-
te dargestellt sein. Das Modell der Waage kann nicht alles darstellen. Negative
Zahlen lassen sich ndmlich so nicht darstellen.

Aber an der Waage kénnen wir uns nicht nur veranschaulichen wie man Glei-
chungen umformt - das wissen Sie - sondern auch das Prinzip der Addition von
Gleichungen verdeutlichen.

Wenn Sie noch eine Gleichung haben wie: z+y = 2 (siehe Bild: [22]), dann kann
man beide Gleichungen addieren. In unserem Waagenmodell entspricht dieser
Vorgang einem Zusammenschiitten der linken Seiten der beiden Waagen und der
rechten Seiten der beiden Waagen. Es entsteht eine neue Gleichung (siche Bild:

2.3):

3r 45y =8 1
T+y=2 11
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y
X yy 8
Xx Yy

Abbildung 2.1: Die Gleichung
3z + 5y = 8 durch eine Waage
veranschaulicht.

2

Abbildung 2.2: Die Gleichung
x 4+ y = 2 durch eine Waage ver-
anschaulicht.

Yy

xx Y 10
Xx Yy

Abbildung 2.3: Die linken
Waagschalen und die rechten
Waagschalen wurden zusammen-
geschiittet. Dadurch entsteht eine
neue Gleichung: 4x + 6y + 10.

Wenn Sie beide Gleichungen addieren ergibt dies: I 4 I1I:

4z + 6y = 10
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Diese Gleichung ist sicherlich richtig!

Sie diirfen also zwei Gleichungen addieren und erhalten wiederum eine giiltige
Gleichung. Sie diirfen sogar noch mehr. Sie diirfen auch Vielfache der jeweiligen
Gleichungen addieren und diese Addition ergibt wiederum eine giiltige Gleichung.

Wenn die erste Gleichung richtig ist, dann sind die folgenden Gleichungen
ebenfalls richtig.

r+y=1
20 +2y =2
3r+3y =3

2.2 Verfahren

Bei dem Additionsverfahren addieren Sie zwei Gleichungen (bzw. deren Vielfa-
che), so dass Sie anschliessend eine Gleichung mit einer Unbekannten erhalten:

2.2.1 Beispiel 1

20 +3y =8 I
or — 3y = —1 11

Wenn Sie nun beide Gleichungen addieren erhalten Sie eine Gleichung, mit nur
einer Unbekannten.

Die dritte Gleichung (/1) ist die Summe aus der Gleichung (/) und der
Gleichung (I1):
Sie addieren auf der linken Seite: 2o + 3y + bx — 3y = Tx
Sie addieren auf der rechten Seite: 8 + (—1) =7

IIT=1I+1
Tx =17
Dies ist eine Gleichung mit nur einer Unbekannten. Sie erhalten x = 1.

Wenn Sie diese Losung in einer der Gleichungen (/) oder (/1) einsetzen, hier
nun in die Gleichung (7):

2:-1+3y=28

erhalten Sie wieder eine Gleichung mit einer Unbekannten, hier ist es die andere
Variable ndmlich y, und Sie erhalten als Losung y = 2.
Somit ist das Gleichungssystem geldst.
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2.2.2 Beispiel 2

Meistens kénnen Sie nicht einfach nur die Gleichungen addieren, sondern Sie miis-
sen die Gleichungen zuerst multiplizieren, so dass Sie ein gemeinsames Vielfaches
erhalten.

or +2y =9 I
20+ 3y =8 17

Wir eleminieren im ersten Schritt fiir eine Gleichung die Variable z. Dazu gehen
wir folgendermaflen vor:

1. Wir bilden das kleinste gemeinsame Vielfache der Vorfaktoren der Variablen
x. hier: 2 und 5. Das kleinste gemeinsame Vielfache von 2 und 5 ist 10.

2. Die erste Gleichung wird mit der Zahl multipliziert, so dass die erste Glei-
chung so viele z hat, wie das kleinste gemeinsame Vielfache ist.
Hier: In beiden Gleichungen sollen 10z sein. Dazu muf} die erste Gleichung
mit 2 multipliziert werden und die zweite Gleichung mit 5.

3. Dann werden die beiden Gleichungen entweder voneinander subtrahiert
oder addiert, so dass eine Gleichung mit Ox entsteht.
Hier: Da beide Vorfaktoren des x positiv sind (10z), wird dann hier subtra-
hiert.

Die erste Gleichung wird verdoppelt und die zweite Gleichung wird mit 5 multi-
pliziert.

II1r=2-1

IV =5-11
10x + 4y =18 117
10z + 15y = 40 v

Von der unteren Gleichung (IV') wird die obere Gleichung (/1) abgezogen.

V=1V -1II
10z + 4y = 18 177
Oz 4+ 11y = 22 Vv

Die obere Gleichung wird wieder hingeschrieben, so dass keine Information ver-
loren geht zwischen den Umformungen. (Oben haben Sie zwei Gleichungen mit
zwei Unbekannten. Wenn Sie jetzt eine Gleichung weglassen und die andere dann
16sen, haben Sie ja nur noch einen Teil der Aufgabe.)
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Nun haben wir eine Gleichung mit einer Unbekannten. Diese ldsst sich schnell
16sen.

VIi=V/11
10z + 4y =18 v
Oz +y =2 VI

Nun wissen Sie, wie grof§ y ist. Namlich y = 2. Um jetzt auch noch z zu bestim-
men, setzen wir in die obere Gleichung fiir y die 2 ein.

10z +4-2=18 VII
Ox +y =2 VI
Ausrechnen ergibt:
10z +8 =18 VIII
Or +y =2 VI

Umformen (auf beiden Seiten von (VIII) 8 abziehen) ergibt:

10z = 10 VIII
0 +y=2 VI
IX=VIII/10

r=1 IX

So sind dann z und y eindeutig bestimmt.



Kapitel 3

Das Standardverfahren

In diesem Kapitel besprechen wir das Standardverfahren ohne Spezialfille, welche
sind:

e Mehrere Losungen
e Nullen auf der Hauptdiagonalen

Wir kommen also in der Einfiihrung ohne Zeilen- oder gar Spaltentausch (auf
dem man auch verzichten kann) aus und es existieren auch immer eindeutige
Losungen.

In diesem Kapitel werden verschiedene Beispiele ausfiihrlich vorgerechnet und
erklart.

Im ersten Beispiel werden anhand eines Gleichungssystems mit 2 Unbekannten
die Schreibweise und ausfiihrlich die Vorgehensweise erklért.

Im zweiten Beispiel werden Priifsummen eingfiihrt, um Fehler bei den Rech-
nungen zu minimieren.

Im dritten Beispiel wird der Umgang mit nicht-ganzzahligen Losungen fiir
und y gezeigt.

Im vierten Beispiel wird das Schema bei der Umformung einer (3 x 3)-Matrix
deutlicher werden. Verzweifeln Sie also nicht an den ersten Beispielen und versu-
chen Sie bei einem ersten Lesen auch nicht unbedingt alles zu verstehen. Sondern
es ist durchaus sinnvoll sich zuerst einen Uberblick zu verschaffen und dann hin-
terher wieder zuriick zu blattern.

Wenn die Matrix umgeformt ist zu einer Einheitsmatrix, dann kann man leicht
die Losungen ablesen:

W N

1 0
0 0«
0 1

o = O

Hier gilt: x =2, y =3 und 2z = 4.

10
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Bei einer (3 x3)-Matrix werden wir durch geschickte Addition der Gleichungen
die Nullen erzeugen. Dabei wird immer dieselbe Reihenfolge eingehalten:

. fchritt

4
1 (0)
1. Schritt — 1 < 3. Schritt
(0 1
f

2. Schritt

Im letzten Schritt werden dann die Einsen erzeugt, sofern Sie sich nicht schon
vorher ergeben durch stetiges Teilen durch den gemeinsamen Teiler der Zeile.
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3.1 Beispiel 1

Sie haben ein einfaches Gleichungssystem mit zwei Unbekannten:

lr + 2y = 8
3r + ly = 9

Dieses Gleichungssystem schreiben wir in Matrixform. In der ersten Spalte kom-
men die Vorfaktoren der x-Werte und in der zweiten Spalte die Vorfaktoren der

(9-()-)

Statt des Vektors () schreibt man einfach nur kurz: 2.

()7 6)

Jetzt werden im folgenden Vielfache der Gleichungen kombiniert durch Addi-
tion bzw. Subtraktion. Zuerst schauen wir, was wir erreichen wollen:

b 0= ()

Dann wissen wir, das x + Oy = 2 also x = 2 gilt. Entsprechend: y = 3.

Im ersten Schritt erzeugen Sie unterhalb der Hauptdiagonalen (das ist die
Diagonale der Matrix von links oben nach rechts unten) Nullen durch geschickte
Addition der Zeilen.

Bei diesem Verfahren ist es sinnvoll nicht unbedingt in Zeilen sondern in Spal-
ten zu denken. Das heisst, wir schauen uns zuerst nur die x-Werte an. Diese sollen
durch geschickte Kombination von Vielfachen der ersten und der zweiten Zeile
null werden.

Das kleinste gemeinsame Vielfache von 1 und 3 ist 3. Also multiplizieren wir
die zweite Zeile mit 1 und subtrahieren davon das dreifache der ersten Zeile.

Dies wird folgendermaflien aufgeschrieben:

neuwe I =11—-3-1

I ist die alte erste Zeile und 7 ist die alte zweite Zeile.
Die neuen x-Werte berechnen sich:

3—-3-1=0
Die neuen y-Werte berechnen sich:

1-3-2=-5
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Die Ergebnisse der Gleichungen:
9-3-8=-15
neue [[ =11 —-3-1

b 5)7= ()

Da in der zweiten Zeile alle Zahlen den gemeinsamen Teiler (-5) haben teilen wir
die zweite Zeile durch (—5):

neue [[ = I1/(—5)

o 1))

Das ist prima, denn jetzt kennen wir schon die Losung fiir y. Es gilt: y = 3.
Um jetzt die Losung fiir die x-Variable zu erhalten, ziehen wir von der ersten
Gleichung das doppelte der zweiten ab:

neue [ =1 —-2-11
Die neuen x-Werte berechnen sich:
1-2-0=1
Die neuen y-Werte berechnen sich:
2—-2-1=0
Die Ergebnisse der Gleichungen:
8—2-6=2
neue [ =1 —-2-11

(0= ()

Damit sind z und y bestimmt:
r=2und y = 3.
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3.2 Beispiel 1 in Bildern

12\ (2\  (8\ I
Hier soll die Null stehen —\3 1) \y/) \9) II

1. Gleichung mal 3 — (1 2\ /z\ (8
2. Gleichungmal 1 —-\3 1/ \y/ \9

neue I =11—-3-1

Diese Gleichung bleibt — (1 2 x\ [ 8 I
0 =5)\y) \—-15) II

t
x-Wert;: 3—3-1 [
y-Wert: 1-3-2
Erg: 8—3-9

neue [ = I1/(-5)
Diese Gleichung bleibt — (1 2\ fz\ (8\ I
Diese Gleichung wird —\0 1/ \y/) \3) II

durch (-5) geteilt

neue [ =1 —-2-11

x-Wert:
y-Wert:
Erg:

1-2-0

2—-2-1

Hier soll die Null stehen 0 T\ (2 I
Diese Gleichung bleibt — I ﬂ y) \3|) II

8—2-3

14
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3.3 Beispiel 2

In diesem Beispiel werden Priifsummen eingefiihrt, um Rechenfehler frithzeitig zu

entdecken.
2 3\, [13
5 2/ 16

Priifsummen koénnen helfen Fehler bei den Rechnungen zu entdecken. Wenn die
Priifsumme stimmt, kann die Rechnung leider trotzdem falsch sein. Aber in der
Praxis ist es ein gutes Hilfsmittel, um Fehler vorher zu finden. Ansonsten miissten
Sie das Gleichungssystem losen und dann die Probe machen um dann erst am
Ende nach allen Rechnungen festzustellen, dass irgendwo ein Fehler ist.

Priifsummen sind einfach eine weitere Spalte in der die Summe der Zeilen
stehen. Mit den Priifsummen werden die gleichen Umformungen gemacht wie
mit den anderen Zahlen in der Zeile. Wenn dann anschliessend die Priifsumme
immer noch die Summe der Zahlen einer Zeile sind, dann stimmt die Umfor-
mung wahrscheinlich. Entspricht dann die Summe der Zahlen einer Zeile nicht
der Priifsumme, dann ist ein Fehler vorhanden.

Mit Priifsumme sieht es also so aus:

2 3\ . (13 ]18
5 2)7 7 \16) |23

Nun werden zuerst wieder nur die x-Werte betrachtet. In der 2. Zeile soll in der 1.
Spalte eine Null stehen. Dazu suchen wir das kleinste gemeinsame Vielfache von
2 und 5. Dieses ist 10. Also muss die erste Gleichung mit 5 multipliziert werden
und die zweite Gleichung mit 2. Diese Gleichungen werden dann voneinander
subtrahiert:

neue [ =2-1[—-5-1

Die neuen x-Werte berechnen sich:
2:5-5-2=0
Die neuen y-Werte berechnen sich:
2:16-5-13=32—-65=—-33
Die Ergebnisse der Gleichungen:
2--5-3=-11
Die Priiffsumme:

2:23-5-18=46—-90 = —44
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neue [ =211 —-5-1

2 3\. (13 18
0 —11)" "\ =33/ | —44

Nach der Rechnung iiberpriifen wir die Priifsumme. Diese stimmt in der letzten
Zeile, denn es gilt:
—11+4(-33) = —44

In der zweiten Zeile sind alle Zahlen durch (—11) teilbar. Um kleinere Zahlen
zu erhalten, dividieren wir diese Gleichung durch (—11):

neue [ =I11/(—11)
2 3\ . [(13\]18
0 1) \3)|4

Die Priifsumme ergibt wieder die Summe der Zeile.

Im néchsten Schritt soll rechts oben, also in der zweiten Spalte in der obersten
Zeile eine Null entstehen. Dazu betrachten wir die Werte der zweiten Spalte. Das
kleinste gemeinsame Vielfache von 3 und 1 ist die 3. Also multiplizieren wir die
erste Gleichung mit 1 und die zweite mit 3 und subtrahieren.

neue [ =1 —-3-11

G-l

Anschlieflend teilen wir die erste Gleichung durch 2 und erhalten die Einheitsma-

trix und das Ergebnis:
neue [ = [/2

G0

Die Losung lautet: z = 2 und y = 3.
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3.4 Beispiel 3

In diesem Beispiel lernen Sie den Umgang mit Losungen fiir 2 und y bei Nicht-

ganzzahligen Zahlen.
2 2\, [4)]8
—2 2)" 7 \2) |2

Zuerst wird wieder links unten (bei ms; ) eine Null erzeugt durch einfache Addition

beider Gleichungen.
neue [[ =11+1

G- ()l

Nun kann man zwar die zweite Gleichung durch 4 teilen, um eine 1 rechts unten
bei (may) zu erhalten, doch dann hat man nicht mehr nur ganze Zahlen in den
Gleichungen und folgenden Rechnungen. Das ist ungiinstig. Deshalb teilen wir
nur durch den gemeinsamen Teiler 2:

neue [[ =11/2
2 2\, [4)]8
02/ \3)15

Nun werden in der 2. Spalte die Werte auf Null gebracht durch Addition mit
Vielfachen der 2. Zeile. Das gemeinsame Vielfache von 2 und 2 ist natiirlich die
2. Also subtrahieren wir von der ersten Gleichung die zweite:

neue [ =1 — 11
2 0\, [1 3
02)" = \3)|5

Nun teilen wir im letzten Schritt die Gleichungen jeweils durch 2 so dass auf der
Hauptdiagonalen nur Einsen stehen. So werden Briiche bei den Umformungen
vermieden.

neue [ = [/2
neue [ =11/2

1 0\. [05)]15
0 1) \15) 25
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3.5 Beispiel 4

In diesem Beispiel wird Ihnen die Losung eines Gleichungssystems mit drei Un-
bekannten erkléart. Diesmal verzichten wir auf die Priifsumme, um die Rechnung
etwas iibersichtlicher zu gestalten.

= w O

1
1
2

N — DN
ST
I

© ot o

Merkregel: Sie erzeugen die Nullen in der ersten Spalte mit der ersten Zeile.
Sie erzeugen die Nullen in der zweiten Spalte mit der zweiten Zeile.
Sie erzeugen die Nullen in der dritten Spalte mit der dritten Zeile.
USW.

Sie erzeugen die Nullen in der ersten Spalte mit der ersten Zeile.
Das kleinste gemeinsame Vielfache von 6 und 3 ist die 6. Also ziehen Sie vom
Doppelten der zweiten Zeile die erste Zeile ab.

Das kleinste gemeinsame Vielfache von 4 und 6 ist die 12. Also ziehen Sie vom
Dreifachen der zweiten Zeile das Doppelte der ersten Zeile ab.

neue [ =211 —1
neue [I[] =3-11—-2-1

6 1 2 8
01 0)7=1]2
0 4 2 11

Nun wollen wir unterhalb der Diagonalen in der zweiten Spalte Nullen erzeugen
(hier nur eine um genau zu sein). Dies machen wir mit der zweiten Zeile. Denn
sonst wiirden wir in der ersten Spalte wieder eine Zahl erhalten in der dritten

Zeile.
neue [l =111 —4-11

6 1 2 8
01 0)Jx=12
00 2 3
Jetzt haben wir unterhalb der Hauptdiagonalen nur Nullen. Wir haben also schon
mal eine obere Dreiecksmatrix erzeugt. Jetzt werden wir die Nullen oberhalb der
Hauptdiagonalen erzeugen.

Die Nullen in der dritten Spalte werden mit Hilfe der dritten Zeile erzeugt.
Hier miissen wir nur noch eine Null in der ersten Zeile erzeugen, denn in der
zweiten Zeile ist in der dritten Spalte schon eine Null.

neue [ =1 — 111
5

r=12
3

S OO
N OO

1
1
0



KAPITEL 3. DAS STANDARDVERFAHREN 19

Jetzt erzeugen wir die letzt Null. In der ersten Zeile und in der zweiten Spalte.
Dazu benutzen wir dann auch die zweite Zeile:

neue [ =1 —11
6 0 0 3
01 0)Jx=12
0 0 2 3

Nun haben wir nur noch auf der Hauptdiagonalen Zahlen. Um die Lésungen fiir
1, T9 und x3 zu erhalten teilen wir die erste Zeile durch 6 und die dritte Zeile
durch 2.

neue [ = 1/6
neue [I11 =111/2
100 0,5
01 0)x=1| 2
0 0 1 1,5



Kapitel 4

Regeln

In diesem Kapitel werden die Regeln fiir die Umformung vorgestellt und deren
Herleitung.

1. Zeilen diirfen mit einer Zahl multipliziert werden.
2. Zeilen und deren Vielfache diirfen addiert werden.
3. Zeilen diirfen vertauscht werden.

4. Spalten diirfen vertauscht werden, dann aber miissen die Zeilen des Lo-
sungsvektors entsprechend getauscht werden.

Grundsatzlich kommen Sie ohne einen Spaltentausch aus. Da der Gauf3-
Algorithmus auch benutzt wird, um die Inverse einer Matrix zu berechnen,
dabei aber der Spaltentausch schwierig zu handhaben ist, sollten Sie evtl.
erwagen darauf zu versichten.

Die Regeln sind dieselben Regeln wie beim Additionsverfahren. Die Spalten-
vertauschungsregel ist vom Prinzip klar. Denn es ist Ihnen {iberlassen, wo Sie
welche Variable hinschreiben, also ob Sie in der ersten Spalte die z-Variablen
hinschreiben oder ob Sie diese in die zweite Spalte schreiben. Aber dann miissen
Sie zum Schluss die Ergebnisse auch tauschen.

Beispiel zum Spaltentausch:

Drei Bananen und zwei Melonen kosten 7 Euro. Zwei Bananen und eine Melone
kosten 4 Euro. Wie teuer sind eine Banane und eine Melone?

Zuerst definieren Sie die Unbekannten:
x Preis einer Banane

y Preis einer Melone
Diese Festsetzung ist willkiirlich. Ebenso im folgenden, dass in der ersten Spalte
die  Variable kommt.
Es ergibt sich folgendes Gleichungssystem:

v + 2y =7
20 + ly = 4

20
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(2 0)7=()

. Preis einer Banane
Preis einer Melone

In Matrix-Schreibweise:

Hier bedeutet der Vektor 7

Zuerst konnen Sie die Zeilen vertauschen. Welche Gleichung Sie zuerst aufstellen

ist natiirlich egal.
2 1\, (4
3 2)" 7 \7

Dann vertauschen Sie die beiden Spalten. Dann dndert sich aber auch die Bedeu-

tung des Vektors -
12\, (4
2 3)"7\7

Nun ist die Bedeutung des Vektors &

. (Preis einer Melone)

~ \ Preis einer Banane

Die erste Spalte gibt nun den Preis einer Melone an. Die Gleichungen hétten wir
ja auch gleich anders aufstellen kénnen.



Kapitel 5

Mehrere Losungen

In diesem Kapitel wollen wir uns mit dem Losen von Gleichungssystemen be-
schéftigen, die mehrere Losungen haben. (Z. B. wenn Sie die gemeinsamen Punkte
zweier identischer Geraden berechnen, dann haben Sie unendlich viele Losungen.)

Wir werden ein einfaches Verfahren / Schema entwickeln. Zuerst schauen wir
uns ausfiihrlich die Zusammenhénge und die Vorgehensweise ohne Matrizen an.
Getrennt nach einem frei wahlbaren Parameter und dann nach zwei frei wahl-
baren Parametern. Dann wird das jeweils iibertragen auf die Vorgehensweise bei
Matrizen. Diese ist dann deutlich einfacher.

5.1 Ein Parameter

5.1.1 Erstes Beispiel

Wir beginnen mit einem einfachen Beispiel bei dem die Loésung eigentlich schon
klar ist. Das hilft uns aber besser die Herleitung zu verfolgen.

Aufgabe:
Gesucht sind die gemeinsamen Punkte der beiden Geraden:
y=—05z+3
y=—052+3
Beide Geraden sind identisch, also liegen die gemeinsamen Punkte auch alle auf

einer Geraden. Wir beginnen wie immer man es in einem solchen Fall tut, wir
16sen dieses Gleichungssystem. Dazu bringen wir alle Variablen auf die linke Seite:

00z +y=3
0,50 4+y =3

05 1\. (3
05 1%~ \3

22

In Matrixschreibweise:
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Dies wird ebenso wie immer gelost: Zuerst soll in der zweiten Zeile an der er-
sten Stelle eine Null entstehen. Dazu wird die erste Zeile von der zweiten Zeile

subtrahiert:
neue I =11 —1

(56

Jetzt haben wir eine Zeile mit Nullen!

Normalerweise wiirden wir jetzt in der zweiten Zeile die 1 erzeugen. Dies geht
aber offensichtlich nicht. In der ersten Zeile konnen wir durch Kombination mit
der zweiten Zeile auch nichts verdndern. Also bleibt uns nur iibrig, das Element
in der ersten Zeile oben links durch Multiplikation von 2 von 0,5 zu einer 1 zu
wandeln:

Was heifit das?

Wenn wir dies umformen, also auf beiden Seiten bei der ersten Zeile 2y abziehen,

erhalten wir:
x = 6 + —2y
Or + Oy = O
Offensichtlich kénnen wir das y frei wihlen und erhalten dann ein entsprechendes

x, so dass beide Werte eine Losung ergeben.
Hier einige Beispiele zur Verdeutlichung;:

e Wihlez. B.y=2:2=6+(-2)-2=6—-4=2.2=2und y = 2 ist also
eine Losung des obigen Gleichungssystems.

e Wihlez. B.y=12=6+(-2)-1=6—-2=4. 2z =4und y =1 ist also
eine Losung des obigen Gleichungssystems.

e Wihlez. B.y=—-1:2=6+(-2)-(-1)=6+2=82z=8undy = —1
ist also eine Losung des obigen Gleichungssystems.

So lassen sich beliebig viele Werte fiir z und y finden.

Wir machen das jetzt etwas aufwéndiger. Spéter werden wir sehen, dass das
Vorteile hat. Im Moment fragen Sie sich wahrscheinlich wie viele andere vor Thnen,
warum das so kompliziert sein muss.

Wir wihlen y = r, r ist ein beliebiger Parameter aus den reellen Zahlen (also
alle moglichen Zahlen des Zahlenstrahls).

xrx =
y:

r-(—2)

6 +
0+ r-1
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Oder in der Vektorenschreibweise:

()= 0)+ ()

Das r kann auch einfach vor dem Vektor geschrieben werden und bedeutet dann
eben, dass jede Komponente mit r multipliziert werden muss.

r\ (6 4 —2

y) \0 1
Nun will man sich alle diese Uberlegungen ja nicht jedesmal machen. Wir brau-
chen also ein Schema, wie vorzugehen ist.
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5.1.2 Schema

1. Die Matrix verdndern, bis auf der Hauptdiagonalen nur die 1 oder die 0

steht.
12\, (6
00/ \o

Wenn in einer Spalte nur Nullen sind, sind in der entsprechenden Zeile noch
von Null verschiedene Zahlen ausserhalb der Hauptdiagonalen. (Konkret,
wenn z. B. die 2. Zeile nur aus Nullen besteht, dann sind in der 2. Spalte
von Null verschiedene Zahlen vorhanden usw.) (Noch ein weiteres Beispiel:
wenn z. B. die 3. Zeile nur aus Nullen besteht, dann sind in der 3. Spalte
von Null verschiedene Zahlen vorhanden usw.)

2. Dann schreiben Sie als erstes folgendes hin:

()

Y

3. Dann schreiben Sie die Losung des Gleichungssystems (nach der Umfor-
mung) hinter das Gleichheitszeichen

x\ (6

y) \0O
4. Fiir jede von Null verschiedene Zeile benotigen Sie einen Parameter. Hier
sind alle Elemente der zweiten Zeile null. Sie benttigen hier einen Parame-

()-(5)+(

5. In den noch freien Vektor schreiben Sie eine 1 in der Zeile, in der Sie vorher
die Nullen hatten. Hier hatten Sie in der zweiten Zeile nur Nullen, also
konnten Sie y frei wéhlen. Da ja gilt: y = r schreiben Sie dort die 1.

“) — (6 +r
y) \O 1
6. In den verbleibenden freien Stellen schreiben Sie die 2. Spalte mit umge-
kehrten Vorzeichen, da diese Parameter ja ,auf die andere Seite gebracht

werden miissen*:
x\ (6 4 -2
y) \O 1
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5.2 Zwei Parameter

5.2.1 Beispiel 1

Zuerst ein einfaches Beispiel.
1 2 3 7
2 4 6|x=|14
3 69 21

Zuerst werden in der 1. Spalte unterhalb der Hauptdiagonalen Nullen erzeugt:

neue [l =11 —-2-1
neue II11 =111 —-3-1
1 2 3 7
0 00l]Z=10
0 00 0

Die erste Zeile konnen Sie auch schreiben als:

rT+2y+3z2=7
r=T+(-2)y+ (-3)z

Hier konnen Sie zwei Parameter frei wéhlen (r =y und s = 2):

x =7 4+ 1r (-2 + s (-3)
y =0+ 7 1 + s 0
z =0 + r + s 1
oder in Matrixschreibweise:
x 7 -2 -3
yl=10]+r{ 1 |+s| O
z 0 0 1

Auch hier schreiben Sie den Losungsvektor der Gleichung hin, addieren dann die
mit einem Parameter multiplizierten Spalten, bei denen die Elemente jeweils das
Vorzeichen getauscht haben und ersetzen an der jeweiligen Stelle die Null durch
eine 1. Also wenn die 2. Spalte nur aus Nullen besteht, dann wird in der 2. Zeile
der 2. Spalte die Null gegen eine 1 getauscht.

5.2.2 Beispiel 2

O O N
o O =
O O
81
I
o O Ot
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Um eine 1 in der 1. Zeile auf der Hauptdiagonalen zu erhalten teilen wir die 1.
Zeile durch 2:

1 05 2 2,5
0 0 O)z=1| 0
0 0 O 0
Die Losung lautet dann:
x 2,5 —0,5 -2
yl=10|+r 1 +s1 0
z 0 0 1

Um jetzt nur ganze Zahlen zu haben machen wir einen Trick! Wie héngen oben
an dem Parameter r einen kleinen Haken:

T 2,5 05 )
z 0 0 1

Der Parameter v’ kann noch ersetzt werden durch 2r. Da es nicht unendlich
viele Buchstaben gibt, ist es in der Praxis trickreich und hilfreich einfach einen
kleinen Haken an dem Buchstaben zu machen und diesen dann mit einem Buch-
staben ohne Haken zu substituieren.

x 2,5 —1 —2
yl=101|+r| 2 | +s| O r,s € R
z 0 0 1

5.3 Geometrische Bedeutung der Losung

Die geometrische Bedeutung der Losungen reicht iiber das Losen von Gleichungs-
systemen in die Vektorrechnung hinein. Sie bendttigen dieses Kapitel nicht, um
Gleichungssysteme zu 16sen. Dennoch ist es vielleicht sinnvoll sich die geometri-
sche Bedeutung der Losungen klar zu werden.

5.3.1 Eine L6sung

Wenn Sie ein Gleichungssystem mit genau einer Losung haben, dann haben Sie
einen Wert fiir die x-Komponente und einen Wert fiir die y-Komponente usw. Man
sagt, dass die Losung eindeutig sei. Dies entspricht im Anschauungsraum einem
Punkt. Viele Aufgabenstellungen sind gerade die Frage nach dem Schnittpunkt
zweier Geraden.
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5.3.2 Keine Losung

Keine Losung haben Sie, wenn Sie z. B. den Schnittpunkt paralleler Geraden
suchen.
Die Matrix hat also eine Zeile mit Nullen, der Ergebnisvektor aber nicht:

1 0 2 1
01 1)x2=11
0 00 1

Die letzte Zeile ist gleichbedeutend mit:
0z 4+0y+0z=1

Dies kann aber unmoglich erfiillt werden.

So ein Gleichungssystem hat keine Losung. Im Anschauungsraum liegen dann
geometrisch gesehen Geraden oder Ebenen, deren gemeinsame Punkte Sie suchen,
parallel.

5.3.3 Lo6sung mit einem Parameter
Beispiel 1

Im Kapitel B.1.1] auf Seite 22 wurden die gemeinsamen Schnittpunkte zweier Ge-
raden gesucht, wobei die beiden Geraden identisch waren.
Anschaulich ist von vornherein klar, dass die Losungen — wenn man Sie denn
als Punkte im Anschauungsraum betrachtet — alle auf einer Geraden liegen.
Das Gleichungssystem lautete nach Umformung folgendermaflen:

b 0)7=0)
()= () () 6

Setzen wir nun die (§) in das Gleichungssystem ein, ergibt sich tatséchlich die
Losung. Dies ist also ein Punkt der gesuchten Losungsgeraden.

Was ist dann aber der Vektor ( 7?)? Nun dies ist ein Richtungsvektor. Dieser
Vektor, bzw. seine Vielfache werden an den Punkt angehéngt und ergeben dann
alle Punkte der Geraden.

In Bild E.J] auf Seite 29 wird der Punkt mit r = 2 beispielhaft konstruiert. Die
anderen Punkte erhilt man genauso, mit anderen Vielfachen des Richtungsvek-
tors.

Die Losung bei einem Parameter ist folgendermafien zusammengesetzt:

Die Losung war folgende:

Z = Punkt der Geraden + r - Vektor in Richtung der Geraden

Insbesondere heisst das, dass Sie jeden Punkt der Geraden nehmen kénnen.
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D
3

Abbildung 5.1: Die Gerade aus
mit der Gleichung 5.1 von Seite 28] ist
gezeigt. Am Beispiel von = 2 wird ge-
zeigt wie die Punkte konstruiert wer-
den.

Beispiel 2

Angenommen Thre Losung sieht folgendermaflen aus:

()= () ()

Dann kénnen Sie leicht einen Punkt / eine Losung herausfinden, bei dem Sie nur
ganze Zahlen haben, indem Sie z. B. r = 1 wéhlen:

() =) (9)-()

Wenn Sie jetzt noch r durch 2s ersetzen, erhalten Sie eine Losung mit ganzen

Zahlen: (:;) _ (015) +2s (155) B @ v @
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Fiir die Probe bemerkenswert ist noch folgendes: Setzt man den Richtungs-
vektor in die Matrix ein, so erhélt man jeweils fiir  und y null:

l-x+2-y
r = —2und y = 1 ergibt

1-(=2)+2-1=0

5.3.4 Losung mit zwei Parameter

Ohne in die Tiefen der Vektorrechnung einsteigen zu wollen, so ist die geome-
trische Bedeutung der Losung bei zwei Parametern im Anschauungsraum eine
Ebene.

Die Losung hat hier folgende Struktur:

Z = Punkt der Ebene +r-Vektor in eine Richtung der Ebene+s-Vektor in andere Richtung der Ebene
Sie haben zwei Richtungsvektoren, die eine Ebene aufspannen und der Punkt

der Ebene gibt an, wo die Ebene sich im Anschauungsraum befindet.

5.3.5 Lo6sung mit drei Parameter

Drei Parameter ergeben einen dreidimensionalen Raum. Mehr Parameter gibt
es zwar auch, aber schon bei dem Verusch sich einen vierdimensionalen Raum
vorzustellen kann man Knoten im Gehirn erzeugen.

5.4 Probe

Die Probe bei einer eindeutigen Losung funktioniert nur durch Einsetzen. Wenn
Sie jedoch mehrere Losungen haben, dann miissen Sie beachten, dass die Vekto-
ren, welche mit einem Parameter multipliziert werden, in der Matrix null ergeben

miissen.
I 2\, (5
2 4)" = \10

Beispiel:
neue [[ =11 —-2-1

(b 0)7= ()

Die Losung lautet dann wie folgt:

o)+ (V)
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Wenn man in die Originalgleichung (5) einsetzt, erhélt man das Ergebnis der
Gleichungen, ndmlich ()

1-54+2-0=5

2.5+4-0=10

Andererseits, wenn man den Vektor mit dem Parameter einsetzt, erhdlt man null:

1-(-2)+2-1=0
2-(-2)+4-1=0
Beide Bedingungen miissen erfiillt sein. Wenn Sie bei einer anderen Aufgabe

zwei Parameter haben, miissen diese Vektoren jeweils eingesetzt auch null erge-
ben.



Kapitel 6

Determinante

In diesem Kapitel soll ein Hilfsmittel vorgestellt werden, um vor der Rechnung
entscheiden zu koénnen, ob es eine eindeutige Losung gibt.

Jeder quadratischen Matrix kann man eine Zahl ndmlich die Determinante
zuordnen. Diese Zahl, die Determinante, kann null sein oder von null verschieden
sein. Es gibt dann zwei Moglichkeiten:

e Die Determinante ist ungleich null. Dann gibt es genau eine einzige Losung.
(Konkret: die Losung hat keinen Parameter)

e Die Determinante ist null. Dann gibt es zwei Moglichkeiten:

— Es gibt keine Losung.
— Es gibt unendlich viele Lésungen.
Beachten Sie, dass Sie anhand der Determinante nicht entscheiden kénnen, ob
Sie keine Losung oder unendlich viele Losungen haben.
Diese Kenngréfie einer Matrix werden wir hier aber nur fiir folgende Spezial-

falle bestimmen, weil diese in der Schule oft vorkommen und leicht zu berechnen
sind.

1. Eine (2 x 2)-Matrix.
2. Eine (3 x 3)-Matrix.
3. Eine Dreiecksmatrix.
4. Eine Nicht-quadratische Matrix.

Hier sei schon mal ohne Beweis folgender wichtiger Satz angegeben:
Wenn eine Zeile sich als Summe von Vielfachen anderer Zeilen ergibt, ist die
Determinante null und es gibt mehrere Losungen oder keine.

Man schreibt fiir die Determinante einer Matrix A entweder det(A) oder noch
kiirzer einfach nur zwei senkrechte Striche um die Matrix oder dem Namen der

32
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Matrix: |A|. Bei Zahlen ersetzen Sie die runden Klammern durch senkrechte Stri-
che:

det(A) =

1 2
3 4

wobei die Matrix A die danach angegebene ist.
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6.1 (2 x 2)-Matrizen

Zuerst wird ein Gleichungssystem gelost, welches nur Buchstaben statt Zahlen
enthélt. Daran konnen wir dann erkennen, wann es iiberhaupt nur eine Lésung
geben kann.

Wenn Sie (im ersten Zugang) nicht alles nachrechnen wollen ist das nicht
weiter schlimm. Dann schauen Sie direkt auf das Ergebnis und machen unten mit

dem Text weiter.
a b\ . (e
c d)" T \f

neue Il =a-1I] —c-1

a b S e
0 ad—cb)* af — ce

neue [ = (ad —cb) -1 —b-11
(ad — cb)a 0 L ((ad—cb)-e—blaf — ce)
0 ad—cb)* ™ af — ce

Ausmultiplizieren bei der Losung von [

(ad — cb)a 0 _  [(ade —bce —abf + cbe
0 ad—cb) "~ af — ce

neue [ = I/(ad — be)
neue [ = I1/(ad — be)

(ad — cb)a 0 . (a(de —bf)
0 ad—cb) "=\ a f—ce
Ausklammern bei der Losung von [

dabei gilt: —bce + cbe = 0
(ad — cb)a 0 . a(de — bf)
0 ad—cb)* af — ce
_ (de—=0bf
- \af —ce

neue [ = 1I/a
ad — cb 0
0 ad — cb
neue I = I/(ad — be)
neue 1 = I1/(ad — bc)

=

<() 1) L= af—ce

ad—bc
Da Sie nicht durch null teilen diirfen / kénnen, erhalten Sie nur dann eine Losung,
wenn ad — be # 0 gilt. Dies ist gleichbedeutend damit, dass die beiden Zeilen

Vielfache voneinander sind. Diesen Term nennt man die Determinante einer (2 x
2)-Matrix.

81
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Interessant ist, dass die Eindeutigkeit der Losung nur von der Matrix abhéngt
und nicht von e und f, also dem Ergebnisvektor.
Die Determinante einer (2 x 2)-Matrix berechnet sich also folgendermafen:

2 3
) ez

oder mit Buchstaben:

aix a2
A:( \A|:a11-a22—a12-a21

a21 A2

6.2 (3 x 3)-Matrizen

Bei einer (3 x 3)-Matrix berechnet sich die Determinante wie folgt:

=aei +bfg+ cdh — ceg — fha — ibd

L Qe
> o o
S O

Die Vorzeichen der Terme erhalten Sie, wenn Sie die Matrix noch einmal auf-
schreiben (Merkregel von Sarrus):

b ¢ a b
e

S

S

| @ a2
<L \0

_|_

6.3 Dreiecksmatrix

Eine Dreiecksmatrix ist ,,sieht* dreieckig aus. Es gibt obere und untere Dreiecks-
matrizen. Eine obere Dreiecksmatrix enthéalt unterhalb der Hauptdiagonalen nur
Nullen, eine untere Dreiecksmatrix entsprechend unterhalb der Hauptdiagonalen
nur Nullen.

Beispiel fiir eine obere Dreiecksmatrix:

o O O
S O NN
O = = O
w N O w

Die Determinante einer Dreiecksmatrix ist das Produkt der Elemente der Haupt-

diagonalen.
det(M)=1-2-1-3=6



KAPITEL 6. DETERMINANTE 36

Insbesondere ist die Determinante einer Dreiecksmatrix null, wenn eine Null auf
der Hauptdiagonalen steht.

N =
=N N O
N O OO
w O O O

det(4)=1-2-0-3=0

6.4 Nicht-quadratische Matrizen

Bei nicht-quadratischen Matrizen ist die Determinante nicht definiert. Aber nicht-
quadratische Gleichungssysteme haben immer mehrere Losungen oder keine.



Kapitel 7

Spezialfille

In diesem Kapitel werden Spezialfille vorgestellt und deren Besonderheiten her-
vorgehoben.

1. Gleichungen bei denen die Losungen der Gleichungen immer null ist. Das
Gleichungssystem also die Form: M ¥ = 0 hat.

2. Dezimalzahlen in der Matrix.
3. Nullen auf mq;, bzw. der Hauptdiagonalen.

4. Gleichungssysteme, bei denen der Spaltentausch hilft.

7.1 Gleichungen haben als Lésung Null

Hier werden Tips fiir den Umgang mit mit Gleichungen vom Typ: Mz = 0
gegeben.

7.1.1 Beispiel 1

Dieses Beispiel wird normal geldst.
11 0
21 -1|2=10
3 2 0

Wenn die Determinante der Matrix ungleich null ist, dann hat die Gleichung nur
eine Losung:

0
T = i) = 0
0

37
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Wenn es also ausser dieser trivialen Lésung noch andere Losungen geben soll,
dann muss es mehrere Losungen geben, also wird dann bei der Umformung eine
Reihe mit Nullen entstehen.

Bei allen Umformungen bleiben rechts vom Gleichheitszeichen immer nur Nul-
len stehen. Die Losung muss also folgende Struktur haben:

0

=10 +r
0

Vorausgesetzt, dass nur eine Zeile mit Nullen beim Gaussverfahren entsteht. An-
sonsten wéren bei einer (3 x 3)-Matrix alle Zeilen Vielfache der ersten Zeile.
Interessant ist also nur der zweite Vektor. Wenn Sie eine Losung der Gleichungen
kennen, sind alle Vielfachen dieser Losung ebenfalls eine Losung.

Entweder 16sen Sie das Gleichungssystem wie iiblich oder Sie schauen scharf
hin und sehen, dass die dritte Zeile gleich der Summe der ersten und zweiten Zeile
ist:

neue [I[1 =111 —-1—-11

11 1 0
21 —-1|#=10
00 0 0
neue [[ =11—-2-1
1 1 1 0
0 -1 =3|#=10
0O 0 0 0
neue I[I =11/(—1)
111 0
01 3|]x2=10
000 0

Sie konnen jetzt natiirlich auch ,,scharf* hinsehen. Die Lésung sieht vom Prinzip
her folgendermaflen aus: ¥ = r <§> Mit beliebigen Zahlen a, b und ¢ und dem

Parameter r.
Aufgrund der zweiten Zeile wissen wir, dass gelten muss:

b+3c=0
b= -3¢

Das heisst fiir die Losung, wenn wir ¢ = 1 wéhlen:
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Wenn wir jetzt in die erste Zeile die Werte fiir b und ¢ (ohne den Parameter)
einsetzen:

a+(=3)+1=0
a=3-—1
a=2

2
r=r -3
1

In den folgenden Beispielen werden wir dieses muntere Raten noch ein bisschen
fortsetzen.

7.1.2 Beispiel 2

Wenn Sie schon Reihen mit vielen Nullen haben, konnen Sie auch direkt schnell
die Losung angeben:

0 10
1110q_8
3201””’—0
2 ~1 0 1

Wenn es also ausser der trivialen Losung noch andere Losungen geben soll, muss
es mehrere Losungen geben, also wird dann bei der Umformung eine Reihe mit
Nullen entstehen.

Sie konnen jetzt natiirlich auch ,,scharf* hinsehen. Die Losung sieht vom Prin-
a

zip her folgendermafien aus: © = r (Z) . Mit beliebigen Zahlen a, b, ¢ und d und
d

dem Parameter 7.
Wir beginnen mit der Zeile, welche die meisten Nullen beinhaltet: die erste
Zeile. Aufgrund der ersten Zeile wissen wir, dass gelten muss:

3a+c=0

c= —3a

Das heisst fiir die Losung, wenn wir ¢ = 1 wéhlen:
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Wenn wir jetzt in die zweite Zeile die Werte fiir a und ¢ (ohne den Parameter)
einsetzen:

1+b+(-3)=0
b=3-1
=2

Jetzt fehlt nur noch der Wert fiir d. Dazu benutzen wir die noch nicht benutzte
Zeile, also die vierte Zeile:

(=2)-1+(-1)-240-(=3)+1-d=0

(=2)+(-2)+d=0
(—4)+d=0
d=14
Damit ergibt sich als Losung:
1
L 2
T=r|_4
4

7.2 Dezimalzahlen / Briiche

Wenn Sie Briiche oder Dezimalzahlen in der Matrix haben, dann kénnen Sie die
einzelnen Zeilen mit dem Hauptnenner multiplizieren oder mit der Zahl, dass Sie
keine Briiche bzw. Dezimalzahlen mehr haben.

Wenn Sie natiirlich Wurzelterme haben, dann hilft kein Trick.

0,1 2,5\ . 2.8
11 JT=| 13
4 3 12

0,1 muss mit einem Vielfachen von 10 multipliziert werden, wenn es eine ganze
Zahl ergeben soll. 2,5 dagegen mit einem Vielfachen von 2. 2,8 muss ebenfalls mit
einem Vielfachen von 10 multipliziert werden. Das kleinste gemeinsame Vielfache
von 2 und 10 ist die 10. Also multiplizieren wir die erste Zeile mit 10.

7.2.1 Beispiel 1
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Der Hauptnenner der zweiten Zeile ist 4 - 3 = 12.

neue I =101
neue I =12-11

T

Jetzt haben wir ein Gleichungssystem ohne Dezimalzahlen oder Briiche und kon-
nen dies ganz normal 16sen:

neue 1T = IT/(—71)
b 7))

neue [ =1 —25-11

10\, (3
0 1)~ 1
7.2.2 Beispiel 2

Dieses Beispiel beinhaltet Wurzelterme und ist mit ganzen Zahlen 16sbar, weil Sie
ausnahmsweise geschickt multiplizieren kénnen:

(i v8) 7= ()

Wenn Sie die erste Zeile untersuchen stellen Sie fest, dass Sie diese mit /2 mul-
tiplizieren miissen.

V=3
V= VIa=Vi-Vi=2v3
VIE= VI 2=v0.VI=313

Bei der zweiten Zeile ist der gemeinsame Wurzelterm: /3.

V=3
VIB=VI3=ViV3=23
VI =T 3=\3V3=33
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Also multiplizieren wir die erste Zeile mit V2 und die zweite Zeile mit /3. Bei-
spielhaft ist die Rechnung fiir die erste Zeile aufgefiihrt:

V2.V/2=V2.2=V1=2
V2 V8=v2-8=V16=4
V218 =v2-18 = /36 =6
neue [ =21
neue IT =+/3-11

(G )-8

Da Sie jetzt iiberall Quadratzahlen haben, konnen Sie die Matrix mit ganzen

Zahlen schreiben:
2 4\, (6
6 377 \9

Das Gleichungssystem wird gelost wie gehabt:

neue [ = 1/2
neue [ =11/3

12\ . (3

2 1)" 7 \3
neue [ =11—-2-1
1 2\. (3

0 —3)7 7 \=3
neue I1 = I11/(-3)

-0

neue [ =1 —2-11
1 0y, (1
0 1)~

7.3 Nullen auf der Hauptdiagonalen

Bei Nullen auf der Hauptdiagonalen hilft der Zeilentausch oder der Spaltentausch.
Ein einfaches Beispiel soll geniigen:
Beispiel:

0 1
21 —-1|7=|(1
11
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Sie konnen hier nicht nach dem bewahrten Schema arbeiten: 1/ =0-11 —2- 1.
Denn dann haben Sie in der zweiten Zeile nur ein Vielfaches der ersten Zeile
und erhalten plotzlich unendlich viele Losungen, obwohl die Determinante un-
gleich null ist und es nur eine einzige Losung gibt. Wir behelfen uns mit dem
Zeilentausch:

I <1
11 1 6
21 —-1|)7Z=11
01 1 5)
neue [[ =11 —-2-1
1 1 1 6
0 -1 -3|7r=1]-11
0 1 1 5

Jetzt ist die Losung wie immer:

neue [[ =11/(-1)
neue [I] =111+ 11

11 1 6
01 3 |2&=]13
00 -2 —6
neue [11 =111/(-2)
1 11 6
01 3|x2=1[11
0 01 3

neue [ =1 —111
neue I =111 —3-111

1 10 3
01 0)x=12
0 01 3
neue [ =1 —11
1 0 0 1
01 0)x=12
0 01 3

7.4 Spaltentausch

Der Spaltentausch kann beim Losen von Gleichungsverfahren helfen. Man muss
nur beachten, dass dann der Vektor ¥ umgestellt wird.
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7.4.1 Beispiel 1

2 1 1\ [z 2
20 1] [y] =11
320/ \z 5

Wir werden jetzt die 2. Spalte gegen die erste und die dritte gegen die dann zweite
x1

Spalte tauschen. Den Vektor Z kénnen Sie schreiben als ( i;) oder auch als <§>

oder (%) Wir entscheiden uns hier fiir die zweite Variante.

11 2\ [y 2
01 2 z]l =11
2 0 3/ \x 5

Die Ergebnisse der einzelnen Zeilen &ndern sich nicht, da nur die Summation
gedndert wird. Nun wird das Gleichungssystem wie immer gelost:

neue [[] =111—-2-1

1 1 2 Y 2
0 1 2 z|l =11
0 -2 -1 T 1

newe [I1 = I1T+2-11
11 2\ [y
012|[z]=11

10
|

N}

neue [11 =111/3
11 2\ [y
01 2 z | =
0 01 x

neuwe [ =1 —2-111
neue [ =11 —-2-111

g

110 Y 0
010 z]l=1|-1
0 01 x 1
neue [ =1 —11
100 Y 1
010 z|l=1-1
001 T 1
Die Losung lautet dann nach der Sortierung:
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7.5 Losungen spezieller Gleichungen

b 0)7= ()

Diese Gleichung hat folgende Losung:

()

7.5.1 DBeispiel 1

7.5.2 Beispiel 2

Oder kurz:

45



Kapitel 8

Ubungsaufgaben

8.1 Ubungsaufgaben

Aufgabe 8.1
Ein Huhn kostet 0,50 €, ein Hase kostet 3 € und ein Fasan kostet 10 €. Insgesamt
kaufen Sie 100 Tiere fiir 100 Euro. Ausserdem kaufen Sie von jeder Tiersorte
mindestens ein Tier.

Wieviele Tiere kaufen Sie von welcher Sorte?
Bedenken Sie bei Threr Antwort, dass Sie nur ganze Tiere kaufen kénnen.
(Losung siehe Seite [A8]).

Aufgabe 8.2 Als Losungsvektor eines Gleichungssystems erhalten Sie

3 2
Z=|1]+7r(1
0 1

Wie lautet das zugehorige Gleichungssystem in Matrixschreibweise?
(Losung siehe Seite [49]).

Aufgabe 8.3 Als Losungsvektor eines Gleichungssystems erhalten Sie

—2 4
r=1 4 |+r|6
0 2

Wie lautet das zugehorige Gleichungssystem in Matrixschreibweise?

Schreiben Sie das Gleichungssystem einmal so auf, dass die Reihe mit Nullen
in der dritten Zeile ist und einmal so, dass die Reihe mit Nullen in der ersten
Zeile ist. (Arbeiten Sie dabei aber nicht mit Zeilenvertauschung!).

(Losung siehe Seite B0J).
Aufgabe 8.4
Auf einem Bauernhof gibt es 3 mal so viele Kiihe wie Ziegen. Es gibt 5 mal so viele

46
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Hiihner wie es zusammen Kiihe und Ziegen gibt. Die Anzahl der Tiere insgesamt
entspricht dem achtfachen der Anzahl der Kiihe.
Stellen Sie Gleichungen auf und l6sen Sie diese:
x:  Anzahl der Ziegen
y:  Anzahl der Kiihe
z:  Anzahl der Hiithner
(Losung siehe Seite [B1]).

Aufgabe 8.5

Losen Sie:
3t2 2t 4 3213
2 t 2 |T=|11#
2 3t —1 6t

(Losung siehe Seite B2)).
Aufgabe 8.6
P40 reagiert mit PCls zu POCIl3. Bestimmen Sie die Anzahl der einzelnen Mo-

lekiile in der Reaktionsgleichung.
(Losung siehe Seite [B3)).
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8.2 LoOsungen

Zu Aufgabe: BI] Ein Huhn kostet 0,50 €, ein Hase kostet 3€ und ein Fasan
kostet 10 €. Insgesamt kaufen Sie 100 Tiere fiir 100 Euro. Ausserdem kaufen Sie
von jeder Tiersorte mindestens ein Tier.

Wieviele Tiere kaufen Sie von welcher Sorte? Bedenken Sie bei Threr Antwort,
dass Sie nur ganze Tiere kaufen kénnen.

Skizzieren Sie Thren Losungsweg.

Losung:
Sie erhalten also folgendes Gleichungssystem:

1 1 1\. (100
05 3 10)° = {100

Da Sie nur zwei Gleichungen haben, aber drei Variablen, gibt es fiir das Glei-
chungssystem unendlich viele Moglichkeiten. Diese sind aber eingeschréankt. Denn
Sie diirfen weder halbe, noch negative Tieranzahlen haben. Dariiberhinaus aber
auch nicht mehr als hundert von jeder einzelnen Tiersorte.

neue [ [ =2- 1T —1-1
11 1\. (100
05 19)%7 \100

neue [ =5-1—1-11

(50 G- ()

Die Matrix wird mit Nullzeilen zu einer (3 x 3)-Matrix ergéanzt

50 (—14) 400
05 19 |&=[100
00 0 0
neue [ =1/5
neue I1 =11/5
10 =4 80
01 2 [&=/[20
00 0 0
80 =
1
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r=r/5
80 14
=120+ [ —19
0 5)

Die Frage, die sich nun stellt, ist nach den verschiedenen Moglichkeiten.
Da untersuchen wir, was Sie fiir r einsetzen konnen bei den einzelnen Tier-
sorten:

e Hiihner: 80 + 14r
r kann 0 oder 1 sein, wenn r 2 wire, dann wére 80 + 2 - 14 = 108 grofler als
100.
r kann im negativen nicht kleiner als —5 sein, da 80+ (—6)-14 = —4 kleiner
null ist.

{reR-5<r<1}

e Hasen: 20 — 19r
Hier darf im positiven r maximal 1 sein, weil sonst die Hasenanzahl negativ
ware.
Im negativen darf r nicht kleiner als 4 sein: 20 — 19 - (=5) = 115

{reR—4<r<1}

e Fasane: Hr
Fiir die Fasane diirfen die Werte fiir r iiberhaupt nicht negativ sein.

{r e R0 <r <20}

Wenn man alle Einschréinkungen fiir  betrachtet, dann kann r nur 1 sein.

Also sind es 94 Hithner, 1 Hase und 5 Fasane.

Losung zwei
Sie iiberlegen sich, dass Sie um viele Tiere zu erhalten viele Hithner benttigen.
GeldméBig zdhlen die aber nur die Halfte. Wenn Sie 100 Hiithner hétten, dann
wiren das 50 Euro. Das konnen Sie mit den Fasanen ausgleichen, die miissen
dann so um die 5 Fasane sein.

Sie konnen sich auch iiberlegen, dass es maximal 10 Fasane sein konnen und
probieren das dann einfach aus.

Zu Aufgabe:
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Zu Aufgabe: Als Losungsvektor eines Gleichungssystems erhalten Sie

-2 4
=\ 4 |+r|6
0 2

Wie lautet das zugehorige Gleichungssystem in Matrixschreibweise?

Die letzte Zeile kann aus lauter Nullen bestehen, weil da der Losungsvektor
ebenfalls eine Null hat. Dann muss aber bei dem Richtungsvektor in der letzten
Zeile eine 1 stehen.

—2 2
r=14 | +s|3

0 1
1 0 (-2 (—2)
01 (=3)|z=|[ 4
0 0 0 0

Sie konnen alternativ auch die erste Zeile als die Zeile mit lauter Nullen wéh-
len. Dann muss aber im Ergebnisvektor in der ersten Zeile eine Null stehen. D. h.
wir brauchen eine Loésung bei der in der ersten Zeile eine Null steht. Dazu setzen
wir r = 0,5:

-2 4 —2 2 0
r=| 4 |+05(6]=|4|+|(|3]|=17
0 2 0 1 1
Die Losung lautet dann:
0 4
Z=|7|+r|6
1 2

Nun substituieren wir r = it, so dass in der ersten Zeile beim Richtungsvektor
eine 1 steht:

0 1
=7 +t|1,5
1 0,5
,t entspricht dem x*:
T 0 1
yl=1\7]+t[15
z 1 0,5
r =
y="7+1,5t
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bzw.:
y=7+1bzx
z=14+05x
oder umgeformt:
—15x + y =7
—0,00 + z = 1
0 00 0
—15 1 0| &=|7
—-05 0 1 1
Zu Aufgabe:
x:  Anzahl der Ziegen
y:  Anzahl der Kiihe
z:  Anzahl der Hiihner
3r =1y
z=>5(x+vy)
rT+y+z=28y
3r—y =20

Sr+5y—2=0
z+ (=Ty+2z=0

Die dazugehorige Matrix:

— Ot W
| o |
~ —
»—t|O
—_
S
I
o O O

Es ergibt sich folgende Losung:

Es sind z.B. (fir r = 1) 1 Ziege, 3 Kithe und 20 Hiihner.
Oder: Es sind (fiir r = 10) 10 Ziegen, 30 Kiihe und 200 Hiihner.

ol



KAPITEL 8. UBUNGSAUFGABEN 52

Zu Aufgabe: Losen Sie:

32 2t 4 323
-2 t 2 |xr=[11#
2 3t —1 63

In jeder Zeile ist der Exponent der Summe die 3. Also miissen die einzelnen
Summanden auch jeweils die 3 als Exponent haben, sonst konnte man sie nicht
addieren.

Also miissen die einzelnen Komponenten der Losung jeweils folgendermaflen
die Variable ¢ enthalten:

Ty =at
Ty = th
I3:Ct3

Gesucht sind also jetzt nur noch die Variablen a, b und c. Im folgenden gilt:

a=(4).

Um a, b und c zu finden, kénnen wir jetzt einfach die Unbekannte ¢ weglassen.

3 2 4 32

-1 1 2 |a=1|11

1 3 -1 6
I <111

1 3 -1 6

-1 1 2 |a=1|11

3 2 4 32

neue I =11 +1
neue I[I] =11 —-3-1

1 3 -1 6
0 4 1 |a=|17
0o -7 7 14

neue [[1 =4-11T+7-11
1 3 -1 6
04 1 |a=1| 17
0 0 35 175
neue [11 =111/35
1 3 —1 6

04 1 |a=|[17
00 1 )
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neue [ =1+ 111
neue [ =11 — 111

1 30 11
0 4 0)a=|12
0 1 5

neue [ =4-1—-3-11
4 00 8
0 4 0)a=|12
0 01 5

neue [ = [/4

neue [ =11/4
100 2
01 0)a=13
0 01 5

Die Variablen a, b und ¢ sind bestimmt zu: a = 2, b = 3 und ¢ = 5 und damit
gilt:

I = 2t
Ty — 3t2
T3 = 5t3

Zu Aufgabe:
P40Oqp reagiert mit PCl; zu POCI3. Bestimmen Sie die Anzahl der einzelnen Mo-
lekiile in der Reaktionsgleichung.

Die Reaktionsgleichung sieht folgendermafien aus:

€Ty P4010 + 9 - PCI5 — T3 POClg

Die Anzahl der einzelnen Molekiile (1, 25 und x3) sind gerade gesucht.

Es ist von der Sachlage her klar, dass Sie ein Losungssystem mit unendlich
vielen Losungen erhalten. Denn wenn Sie eine Losung erhalten haben, dann ist
die doppelte Anzahl der Molekiile auf jeder Seite ebenfalls eine Losung.

Zur Losung betrachten wir die Anzahlen der jeweiligen Atome fiir die linke
und die rechte Seite getrennt:

Atom | linke Seite | rechte Seite
P 4. T+ o XT3
O 10 - 4 T3
Cl 5- i) 3 - xT3

Dies ergibt folgendes Gleichungssystem:
4ry + 29 = 73
10.1’1 = T3

53?2 = 31’3
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oder:

4$1+$2—LE3:O
10:171—I3:O

5132 —3333 =0

4 1 -1
10 0 =1 |Z=0
0 5 -3

I"'=2-11-5-1
4 1 -1
0 =5 3 |2=0
0 5 -3

Ir=1I11+11
4 1 -1
0 =5 3 |2=0
0 0 0

I'=5-1+11
20 0 =2
0 =5 3 |¥=0
0 0 0

I = I/20

II' = II/(-5)
1 1/4 —1/10
0 1 =3/5|&=0
0 0 0

Losung des Gleichungssystems:

1/10 1
¥=r|3/5 ] =s|6
1 10

Die gesuchte Losung fiir die Reaktionsgleichung ist dann:

P4010 + 6 PC15 — 10 POClg
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