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Vorwort

Liebe Studierende, lieber Leser,

leider gibt es kein Buch, welches den Stoff der Einfiihrungsphase am Weiterbil-
dungskolleg in Mathematik abdeckt. So miisste man sich eigentlich alle Biicher
von der Klasse 6 bis zur Klasse 10 anschaffen, um dann jedoch aber nur einzelne
Kapitel daraus zu bearbeiten.

In dieser Notlage traten Studierende - besonders im Abitur-Online Bereich -
immer wieder mit dem Wunsch an mich heran eine Ubersicht iiber die Mathematik
zu bekommen.

So habe ich angefangen alle meine Arbeitsblétter in ein Skript zur Begleitung
des Unterrichts zusammenzufassen. Demzufolge sind einige Bereiche des Stoffes
ausfithrlicher geraten und andere sind aus Zeitmangel leider etwas knapp geraten -
bisher. Ich verédndere das Skript stdndig und bin um jede Riickmeldung Threrseits
dankbar. So werden sténdig Aufgaben ergéinzt und Erklarungen verbessert.

Ich habe mich bemiiht bei allen Themen mdoglichst realistische Aufgaben zu
erstellen. Es sind oftmals Arbeitsblédtter vorhanden, die zu einem Problem meh-
rere Aufgaben stellen. Dies soll auf die H-Phase und das Abitur vorbereiten, wo
dghnlich verfahren wird.

Natiirlich empfehle ich Thnen dringend auch andere Biicher aus der Biicherei
zu benutzen und im Internet sowohl nach Aufgaben als auch nach Erkldrungen
zu suchen.

Ich hoffe, dass dieses Skript dem Einen oder Anderen hilft, den Mathematik-
unterricht besser zu bestehen.

Wenn Thnen Fehler auffallen, oder Sie das Skript oder Teile kommentieren
mogen, schreiben Sie doch bitte an folgende Adresse:

,stewen.rvk@gmx.de“

Roland Stewen

viil



Kapitel 1

Negative Zahlen

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns mit negativen Zahlen. Die Addition und
Subtraktion negativer Zahlen kénnen Sie sich veranschaulichen durch den Zah-
lenstrahl, Geld oder Fahrstiihle. Sie konnen auch einfach die Rechenregeln lernen
und richtig anwenden.

Bei der Multiplikation gibt es leider solche Veranschaulichungen nicht. Da
bleiben Thnen nur die Regeln.

1.1 Addition / Subtraktion:

Wir untersuchen die Addition bzw. die Subtraktion anhand dreier Modelle: Am
Zahlenstrahl, mit Geld und am Fahrstuhl.

1.1.1 Der Zahlenstrahl

Wie addiert man am Zahlenstrahl?

Abbildung 1.1: Der Zahlenstrahl.

Wenn Sie 3 + 4 = 7 rechnen, so ist das genauso, wie wenn Sie sich auf die 3
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stellen und dann 4 Schritte in die Pfeilrichtung (die positive Richtung) gehen.
Dann ,landen“ Sie auf der 7.
Das Minuszeichen dagegen bedeutet einmal drehen:
4 — 3 = 1: Gehe von 4 los. Dann 3 Schritte entgegen der Pfeilrichtung.
Das Minuszeichen bedeutet also sich einmal umdrehen.
Sie landen bei 1.
Was passiert, wenn man auf einer negativen Zahl startet?
—1 —2 = —3: Gehe von (—1) los. Einmal drehen und dann 2 Schritte (entgegen
der Pfeilrichtung) gehen.
Sie landen bei —3.
Etwas schwieriger ist es, wenn Sie zwei Minuszeichen haben:
3 —(—2) = 3+2 = 5: Gehe von 3 los - zweimal drehen (dann schauen Sie wieder
in die positive Richtung) und dann 2 Schritte (in Pfeilrichtung) gehen.
Sie landen bei 5.

1.1.2 Das Geldmodell

Sie kennen das gute Gefiihl Geld auf dem Konto zu haben: Das nennt man ,Ha-
ben“. Wenn Sie am Ende des Monats mal nicht aufpassen und Sie haben Schulden
bei der Bank, nennt die Bank das ,,Soll“.

Stellen Sie sich vor, Sie haben 4€ und geben 3€ aus. Sie haben dann nur
noch einen Euro: 4 — 3 = 1.

Was passiert, wenn Sie schon Schulden haben und noch mehr ausgeben? — Sie
haben natiirlich dann noch mehr Schulden: —1 — 2 = —3.

Bei zwei Minuszeichen, machen Sie negative Schulden. Sie fragen sich, was
negative Schulden sind? — Nun, halt das Gegenteil von Schulden, Sie bekommen
was: 3— (=2)=3+4+2=5

1.1.3 Der Fahrstuhl

Wenn Sie mit dem Fahrstuhl fahren, dann ist das so dhnlich, wie wenn Sie mit
dem Zahlenstrahl arbeiten.

Wenn Sie sich im 4. Stock befinden und 3 Stockwerke herunterfahren, dann
befinden Sie sich im 1. Stock: 4 —3 =1 .

Wenn Sie schon im Keller (—1) sind und noch zwei Stockwerke tiefer fahren,
dann sind Sie noch tiefer unter der Erdoberfliche: —1 — 2 = —3.

3 — (—2) = 3+ 2 = 5: Da fahren Sie negativ nach unten, tja das ist dann
gerade die Richtung nach oben. Negativ heifit hier jeweils das Gegenteil.

1.2 Multiplikation / Division

e5-2=10



KAPITEL 1. NEGATIVE ZAHLEN

e 5 - (-2) = -10 Gehe 5 mal 2 Schritte entgegen der Pfeilrichtung.
e -5 - 2 = -10 Gehe 2 mal 5 Schritte entgegen der Pfeilrichtung
e -5-(-2)=10=(-1) - 5 (-2)

e Merkregel

,— mal ,—*ist plus
»,—"mal ,+“ ist minus
-+ mal ,—* ist minus

,+“ mal ,+“ ist plus
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1.3 Aufgaben

Aufgabe 1.1

(Losung siehe Seite [H).

Aufgabe 1.2

(Losung siche Seite [H).

Aufgabe 1.3

(Losung siche Seite [).

Aufgabe 1.4

(Losung siehe Seite [).

Aufgabe 1.5

(Losung siehe Seite [).

Aufgabe 1.6

(Losung siehe Seite [).

Aufgabe 1.7

(Losung siehe Seite [).

Aufgabe 1.8

(Losung siehe Seite [).

Aufgabe 1.9

(Losung siehe Seite [).

—2+5
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1.4 Losungen

Zu Aufgabe: 1]
Zu Aufgabe:
Zu Aufgabe:
Zu Aufgabe: 1.4

(—4): (=2) =2

Wie oft passt die (—2) in die (—4)7 — Genau zweimal, wie die Probe beweist:

Zu Aufgabe:

Zu Aufgabe: [I.7]
Zu Aufgabe: 1.8

Zu Aufgabe:



Kapitel 2

Bruchrechnen

2.1 Einfiihrung

Bruchrechnung ist auch heute im Zeichen der Verwendung eines Taschenrechners
noch aktuell. Eben schnell Zahlen multiplizieren zu kénnen und so den Uberblick
zu wahren ist sicherlich hilfreich. Und spétestens bei dem Rechnen mit Einheiten
ist die Bruchrechnung unabdingbar.

In diesem Skript folgt zur Zeit leider nur eine kurze Sammlung der wichtigsten
Regeln und Aufgaben.

2.2 Definitionen

1. Bei einem Bruch steht eine Zahl {iber einem Bruchstrich und eine Zahl unter
dem Bruchstrich. Die Zahl iiber dem Burchstrich heifit Zahler und die Zahl
unter dem Bruchstrich heifit Nenner:

Zahler
Nenner

2. Der Bruchstrich kann ersetzt werden durch ein Divisionszeichen:

- =8:4=2
4

3
-=3:4=0,75
4 )

3. In einem Bruch werden nur ganze Zahlen verwendet.

4. Der Nenner ist immer positiv:
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2.3 Regeln

1. Addieren / Subtrahieren
2. Multiplizieren
3. Dividieren

4. Erweitern / Kiirzen

2.3.1 Addieren und Subtrahieren

Man darf Briiche nur addieren, wenn die Nenner gleich sind. Falls die Nenner nicht
gleich sind, muss man sie durch Erweitern oder Kiirzen gleich machen. Briiche
mit gleichen Nennern werden addiert, indem die Zéhler addiert werden und der
Nenner beibehalten wird.

Beispiel:
3 6 9
1T171
3.4 21 20 41
5773535 735

2.3.2 Multiplizieren

Briiche multipliziert man miteinander, indem man die Zéhler miteinander multi-
pliziert und die Nenner miteinander multipliziert.
Beispiel:
3 4 3-4 12
5 7 5.7 35

2.3.3 Dividieren

Durch einen Bruch wird dividiert, indem man mit seinem Kehrwert (Z#hler und
Nenner vertauschen) multipliziert.

Beispiel:
3 2 39 27
5°9 5 2 10
Der Doppelbruch
: 32 39 3.9 27
2759 52 5-2 10

Der Bruchstrich kann durch ein Divisionszeichen ersetzt werden.
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2.3.4 Erweitern und Kiirzen

Erweitern / Kiirzen

Erweitern heifft: Zahler und Nenner mit derselben Zahl zu multiplizieren.
Kiirzen heifit: Zahler und Nenner durch dieselbe Zahl zu dividieren.
Beispiel:

3 3.5 15
4 4.5 20
15 3
20 4
2:5-8  2:5-2
10-3-4  10-3-1
2412
- 2.3.1
o 1-1-2
- 1-3-1

2
3

2.4 Empfehlungen

1. Wihrend einer Rechnung wird moéglichst immer wieder gekiirzt, um nur mit
kleinen Zahlen zu arbeiten. Dies macht das Rechnen einfacher.

2. Endergebnisse werden in der gemischten Schreibweise angegeben, um die
GroBenordnung der Zahlen besser einschétzen zu konnen:

13_1+1 _11
12 12 12

2.5 Sprachregelung

1. ,,von:
,von“ signalisiert: , multiplizieren mit“. Dazu Beispiele:

(a) Das Doppelte ,,von* drei.
2-3

(b) Ein Viertel ,,von* zwei.

N
DN | =
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(¢) Ein Viertel von 2.

2
3
(d) Wie lang ist eine Viertelstunde (ein Viertel von einer Stunde)?

i -60min = 15 min

2.6 Rechnen mit Einheiten

Das Rechnen mit Einheiten erfolgt nach zwei Regeln:

1. Ersetzen der Einheiten durch wenige Grundeinheiten. Alle Einheiten fiir
Léngen miissen ,einheitlich® sein, alle Zeiteinheiten miissen ,einheitlich®
sein usw.

Das Ersetzen der Einheiten erfolgt nach ihrer Definition: Aus dem ,s* fiir
Sekunde wird 1/3600h. Oder umgekehrt: das ,h“ fiir Stunde wird ersetzt
durch ,,3600 s*.

Anderes Beispiel:

Aus der Einheit mm wird ﬁm und umgekehrt: aus einem m werden
1000 mm.

2. Man kann die Einheiten kiirzen. Zwischen der Zahl und der Mafleinheit
(Einheit) ist ein Malzeichen.

Beispiel: Die Geschwindigkeit eines Autos betrégt 50 m/s:
v =50
s

1
_ 50 10010
3600 1
1 1 km

1000 * 3600 L
1 3600 km
=000 T

2.7 Umrechnen von Dezimalzahlen und Briichen

Beim Umrechnen von Dezimalzahlen in Briichen gibt es zwei Unterscheidungen.
Einmal ,normale” Kommazahlen und einmal periodische Zahlen.
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2.7.1 Briiche

Die Umrechnung von einem Bruch in eine Dezimalzahl ist ein einfaches Teilen.

—4:5=0,8

ol 3 Ot W~

=7:8=0875

2.7.2 ,,Normale* Dezimalzahlen

Wenn Sie eine Zahl hinter dem Komma haben schreiben Sie die Zahl als 10-tel,
bei zwei Zahlen als 100-tel usw.:

3

03=—
10

Anschliefend wird dann gekiirzt, wenn es geht. Hier wird mit 2 gekiirzt:

8 4
08=1=3
Oder bei mehreren Stellen hinter dem Komma:

604 151
4 = — = —
0,60 1000 250

Sie bendtigen im Nenner so viele Nullen, wie die Zahl Stellen hinter dem Komma
hat.

2.7.3 Periodische Zahlen

Bei einer Zahl wie % miissen Sie teilen. Das ergibt aber eine periodische Zahl,
denn Sie behalten bei Threr Rechnung immer denselben Rest:

3 = 066...

= N[O DN

[\J[\D'OOO

0

R )

So eine Zahl, die nie ag]obricht, sondern unendlich viele Stellen hat, nennt man
eine periodische Zahl. Uber die Periode kommt dann ein kleiner Strich.
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Beispiele:

=0,6
5,127 = 5127127127127 . ...

[GVIN )

Wie rechnet man nun eine solche Periode wieder in einen Bruch um?

Dies geschieht mit Hilfe eines kleinen Tricks. Wir untersuchen zwei Beispiele.
Im ersten ist die Periode eine Stelle lang, im zweiten Beispiel ist dann die Periode
mehrere Stellen lang.

e Die Periode ist eine Stelle lang:

2
3= 0,6666666 . . .

Diese Zahl multiplizieren Sie mit 10:

10 - ; = 6,6666666 . . .

Da die Periode sich unendlich oft wiederholt, éndert sich an den Nachkom-
mastellen nichts. Das sind immer noch unendlich viele Sechsen hinter dem
Komma.

Im néchsten Schritt ziehen wir nun die urspriingliche Zahl wieder ab. Dann
haben wir natiirlich auch nur das 9-fache der Zahl.

6,666666 . . .
0,666666 . . .
6

Denn da es bei beiden Zahlen unendlich viele Sechsen hinter dem Komma
gibt, gibt es zu jeder Sechs der oberen Zahl hinter dem Komma eine Nach-
kommasechs bei der unteren Zahl. So wird von der oberen Zahl jede Sechs
hinter dem Komma abgezogen.

Nun wissen wir, das 6 das Neunfache von 0,6 ist:

6 2
06=-=2>
T 93

e Die Periode ist mehrere Stellen (hier drei) lang.
5,127 = 5127127127 . ..

Diese Zahl multiplizieren wir mit 1000. 100 hat genau soviele Nullen wie
die Periode lang ist.

1000 - 5,127 = 5127,127127127 . ...
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Nun ziehen wir von dieser Zahl die urspriingliche wieder ab:

5127,127127127 . ..
— 5127127127 . ..
5122

Nun wissen wir, dass 5122 das 999-fache von 5,127 ist:

5122
127 = —=
o127 =559

12
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2.8 Aufgaben

Aufgabe 2.1

(Losung siehe Seite [I0]).
Aufgabe 2.2

(Losung siehe Seite [I6]).
Aufgabe 2.3

(Losung siehe Seite [I0]).
Aufgabe 2.4

(Losung siehe Seite [10]).
Aufgabe 2.5

(Losung siehe Seite [I0]).
Aufgabe 2.6

(Losung siehe Seite [10]).
Aufgabe 2.7

W =

o] W

o] W

- -
ol w Wl

col w

Ordnen Sie die Zahlen der Grofie nach:

(Losung siehe Seite [I7]).
Aufgabe 2.8

Berechnen Sie den Wert des Terms:

(Losung siehe Seite [I]]).

)
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Aufgabe 2.9
Berechnen Sie den Wert des Terms:

(=3)

(Losung siehe Seite [I8]).

Aufgabe 2.10
Schreiben Sie die Briiche als Dezimalzahlen und umgekehrt. Vervollstéandigen Sie
die Tabelle:

0,25
0,2
0,4
0,5

0,01

wi= Sl= wcle mlw wie wie

(Losung siehe Seite [I]]).

Aufgabe 2.11

Ein Auto hat in 10 Minuten 200 Meter zuriickgelegt. Wie grof} ist seine Geschwin-
digkeit in km/h?

(Losung siehe Seite [18)).

Aufgabe 2.12

Ein Auto fahrt mit der Geschwindigkeit von 3m/s. Wie lange benétigt das Auto
fiir 1km?

(Losung siehe Seite [19]).

Aufgabe 2.13

Berechnen Sie (Erweiterung:)

SSIIIEN I

(Losung siehe Seite [I9)).

Aufgabe 2.14
Berechnen Sie (Erweiterung:)

Ot ool
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(Losung siehe Seite [I9)).

Aufgabe 2.15
Berechnen Sie (Erweiterung):

1
1ﬁ_1+gif
1+3

(Losung siehe Seite 20).

Aufgabe 2.16
Bestimmen Sie den Anteil der schraffierten Flache:

AARRARRRARARRRAN
ARRRRARRNMRARRRARRY
ARRRARN \\\\\§

ARARRARARN
ARRRRRARARRARAR
\\\\\\\\QQ\\Q\

(Losung siehe Seite 21]).

Aufgabe 2.17
Bestimmen Sie den Anteil der schraffierten Flache:

NNNNNNN
NNNNNNN
AR
NN\
NNNNNN

N
N

ARARRRN]
ARRRRRY
ARRRRN
NNANNNANN
ARRRARAN
\\Q\\\‘

(Losung siehe Seite 21]).
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2.9 Losungen zu den Aufgaben

Zu Aufgabe: 2.1]

Zu Aufgabe:
Zuerst werden die Briiche durch Erweitern auf einen gemeinsamen Nenner ge-
bracht. Dazu wird das kleinste gemeinsame Vielfache (kgV) von 5 und 8 gebildet:
kgv(5, 8) = 40
Das Produkt (5-8 = 40) ist immer ein gemeinsames Vielfache. Da 5 und 8
teilerfremd sind, ist es sogar das kleinster gemeinsame Vielfache.

Das kleinste gemeinsame Vielfache (hier: 40) ist dann der gemeinsame Nenner.
Nun werden die einzelnen Briiche entsprechend erweitert.

3 3 24 15 39

5Ts w1

Uberpriifen Sie generell, ob das Ergebnis gekiirzt werden kann. (Fiir den Fall,
dass sie nicht das kleinste gemeinsame Vielfache benutzt haben.) Hier kénnen Sie
nicht kiirzen, da 39 =3 -13 und 40 =2 -2 -2 - 5 teilerfremd sind.

Zu Aufgabe:

Zu Aufgabe: 2.4

7 3 4 7T 3 2
3 5
76
_13_ 3
42 42
17
42

Zu Aufgabe: 2.5]
2 3 24
54 5 3
244
5.3
8

—_
ot
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Zu Aufgabe:

Zu Aufgabe: 2.7
Ordnen Sie die Zahlen der Grofle nach:
6 2 4 1 7 2

—_— —_— —_— — _ — 4:—
11375077100’5

Da die 5 als Teiler nur einmal vorkommt in jedem einzelnen Nenner, (10 = 2-5),
ist der gemeinsame Hauptnenner 2-3-7-5-11 = 2310:

6 1260

11 2310

2 1540

3 2310

4 1320

7 2310

1 462

5 2310

7 1617

10 2310

2 924

5 2310
1<2<6<4<2<7
5 5 11 7 "3 10
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Zu Aufgabe: 2.8

(-9 (-1)
= (934D
= (-9 ()

- (-3

Zu Aufgabe:

Zu Aufgabe: Schreiben Sie Briiche als Dezimalzahlen und umgekehrt. Ver-
vollsténdigen Sie die Tabelle:

25 1
2= 100~ 1
2 1
2= 5
4 2
=075
) 1
R TR
1
T
2
0,6 - 5
125 1
0125 = 1000 = 8
75 3
0T =100~ 1
6 3
R TR
1
0,1:E
- 1
0,3:§
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Zu Aufgabe: 2.11]
Ein Auto hat in 10 Minuten 200 Meter zuriickgelegt. Wie grof ist seine Geschwin-

digkeit in km/h?

Die Geschwindigkeit des Autos betriagt 1,2km /h.

Zu Aufgabe:
Ein Auto fahrt mit der Geschwindigkeit von 3m/s. Wie lange benétigt das Auto
fiir 1km?

Wl WlE S ®w

Das Auto benétigt ca. 333s.
Zu Aufgabe: 2.13]

SIINIENIEN
— ~N| = 3|~
= o ..

DWW o
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Zu Aufgabe: 2.14

1
2
3
5
Zu Aufgabe: 2.15]
1
1_|__11_
1+71
1+Q

%l L N =0 Halm_wmwwmw

o] —

STy
+ [~
[S3[o%

00| =

20
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Zu Aufgabe: [2.16]
ARRRARRARARRARRY
ARARRARARRANRARRARAR
NANNNNNN
ARRRARRARARRARNY

ARRRRRARARARARAR
ARRRRARRNMARRRRRY
AN ANAN ANAN ANAN

Es sind insgesamt 4 Késtchen vorhanden. 2 der Késtchen sind schraffiert. Der
Bruchteil der schraffierten Flache ist 2 von 4:

2 1

4 2
Zu Aufgabe: 2.17

NNNNNNKNNNNNN
NNNNNN

AARRARN A)
ARRRRARRNMARRRARR
ARRRRRRNMRARRRRR
AARRRARANRRRARRRAN
\\\\\\t\\\\\\
ARARRN
NNANNNNN
ARRRAY
ARRRRRY
ARRRRN
NNANNNNN

ANNNNANNY
Es sind insgesamt 8 Ké&stchen vorhanden. 3 der Késtchen sind schraffiert. Der
Bruchteil der schraffierten Fléche ist 3 von 8:

3

8




Kapitel 3

Terme

3.1 Einfiihrung

Terme werden in der Mathematik zur Beschreibung eines Sachverhaltes benutzt.
Z.B. , wenn a und b die Seiten eines Rechtecks sind, so ist a - b die Fliche des
Rechtecks. Zwischen Buchstaben ldsst man den Malpunkt weg. Aus a-b wird
dann ab.

Die Buchstaben sind Platzhalter bzw. Variablen. Man kann fiir die Variablen
unterschiedliche Zahlen (auch mit Einheiten) einsetzen, aber ein Buchstabe steht
dann in der jeweiligen Aufgabe immer fiir dieselbe Zahl.

Alle physikalischen Formeln sind Terme. Je nachdem welche Werte gegeben
sind, kann man die Terme so umstellen, dass man den fehlenden Wert ausrechnen
kann.

Terme kénnen Ziffern, Variablen, Symbole fiir mathematische Verkniipfungen
und Klammern enthalten.

Zu einem Term gehort immer auch die Angabe, welche Zahlen fiir die einzelnen
Variablen eingesetzt werden diirfen: Z. B. :

Zahlen, deren Rest beim durch 3 teilen einen Rest 1 ergeben:

n+1 mnelN

Fiir n werden die natiirlichen Zahlen (siehe B.2)) eingesetzt:

nl3n+1
1] 4
2 7
3 10
4 13

22
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3.2 Zahlenmengen

Alle Zahlen, die es gibt, versucht man in Mengen zu kategorisieren: Zahlenmengen
schreibt man in der Regel mit einem groflen Buchstaben und einem zusétzlichen
senkrechten Strich.

1. natiirliche Zahlen: IN: 0, 1, 2, 3, 4 ...
Wenn man die Null nicht dabei haben will, dann bendttigt man die Zahlen-
menge: N* =1, 2, 3, ... = N\{0}

2. ganze Zahlen: Z: ... -3,-2,-1,0, 1, 2, 3 ...
Die natiirlichen Zahlen sind in den ganzen Zahlen enthalten.

3. rationale Zahlen Q: alle Bruchzahlen:
L8
Alle ganzen Zahlen (und die natiirlichen Zahlen) lassen sich als Bruch dar-

stellen. Darum sind die ganzen Zahlen eine Teilmenge der rationalen Zahlen.

4. reelle Zahlen R: alle Zahlen auf dem Zahlenstrahl:
T, V2, %,
Es lésst sich zeigen, dass z. B. v/2 nicht als Bruch geschrieben werden kann.
Darum gibt es noch mehr Zahlen auf dem Zahlenstrahl als nur die Briiche.
Diese Liicken werden gefiillt durch die irrationalen Zahlen (wie v/2). Dies

sind dann alle Zahlen auf dem Zahlenstrahl.
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3.3 Buchstaben und ihre Dreieck kann durch den Ho6hen-
fulpunkt in zwei Teile geteilt wer-
den: Vom HohenfuBSpunkt auf ¢ bis
zur Ecke B ist dann p

Verwendung

A Flache eines 2-dimensionalen Ge-

bildes. q Platzhalter fiir reelle Zahlen in der

p-q Formel. Die Seite ¢ in einem
Dreieck kann durch den Hohen-

fuBpunkt in zwei Teile geteilt wer-

a Linge einer Seite eines Rechtecks,
Quadrates, Dreiecks.

b Lénge einer Seite eines Rechtecks, den: Von der Ecke A bis zum Ho-
Quadrates, Dreiecks. henfufipunkt auf c ist dann q.

¢ Léange der Seite eines Dreiecks, die r Platzhalter fiir reelle Zahlen, in der
der Ecke C gegeniiberliegt. analytischen Geometrie.

f Ubliche Funktionsbenennung: f(z). s Platzhalter fiir reelle Zahlen, in der
analytischen Geometrie.

g Funktionsbenennung: g(z), wenn Formelzeichen fiir die Entfernung.

f schon vergeben ist.

t Platzhalter fiir reelle Zahlen, in der
analytischen Geometrie.
Formelzeichen fiir die Zeit.

h Funktionsbenennung: h(z), wenn
f und g schon vergeben sind.
Hohe im Dreieck.

. V Volumen
i Ublicher Laufparameter: natiirli-

che Zahlen, fiir i werden nachein- v Formelzeichen fiir die Geschwin-
ander 1, 2, 3 usw. eingesetzt. digkeit.

j Laufparameter: natiirliche Zahlen, x x-Achse. 1. Dimension. Punkt: (x|y).
fiir j werden nacheinander 1, 2, 3 Variable in Gleichungen.

usw. eingesetzt. _ )
y y-Achse. 2. Dimension. Punkt: (x[y).

k Platzhalter fiir natiirliche Zahlen

oder auch Laufparameter. z z-Achse. 3. Dimension. Punkt: (x|y|z).

1 Platzhalter fiir natiirliche Zahlen Fiir beliebige Zahlen nimmt man in der
oder auch Laufparameter. Regel die Buchstaben x, y, z in der Rei-
henfolge. Fiir natiirliche Zahlen (1, 2, 3,

m Platzhalter fiir natiirliche Zahlen. 4 ...) nimmt man die Buchstaben: n, k,

n Ublicher Platzhalter fiir natiirli- m, I.

che Zahlen.

p Platzhalter fiir reelle Zahlen in der
p-q Formel. Die Seite ¢ in einem
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3.4 Klammerregeln
3-(x+2)
Die Klammer wird dreimal addiert:
(z+2)+(x+2)+(x+2)=3r+3-2=32+6

Merkregel: Sie multiplizieren jeden Summanden mit dem Vorfaktor
Beispiele:

3(ax +2) = 3ax + 6
—2(x+3)=—-2x—6
2z —3)=—20+6

2(ax +b+3) =2ax +2b+6

2 +3(x—2)+4)=2(x+3x—6+4)
=2(4x —2)
=8r —4

Schwieriger wird es, wenn Sie zwei Klammern miteinander multiplizieren:
(x42) - (z+3)

Ausfiihrlich gerechnet ist zuerst die 1. Klammer Vorfaktor und dann die
andere:

(x+2)-(z+3)=(r+2)-2+(x+2)-3
=zr-r+2-x+x-3+2-3
=2 422+ 32 +6
=2+ 52 +6

Als Merkregel gilt: jedes mit jedem
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3.5 Potenzen

Die Potenzregeln werden ausfiirlichen erst spéater vorgestellt in Kapitel [[4] S. R741
Die Definition ist aber schon hier wichtig:

Also:

Oder als Regel:

3.6 Faktorisieren

Wie man Klammern beseitigt, also ausmultipliziert, haben wir schon gelernt.
Doch wie geschieht die Umkehrung? Wie Faktorisiert man?

3a + 5ab = a(3 + 5b)

Dazu miissen Sie Buchstaben und Teiler der Zahlen finden, die in allen Summan-
den vorkommen. Oben war es das a, welches in jedem Summanden vorkam. Das
konnten wir dann ausklammern.

Sie konnen auch einen Teiler ausklammern:

3a + 6b = 3(a + 2b)

In der Mathematik fillt dies oft schwer. Doch im téglichen Leben machen wir
nichts anderes: Sie kaufen auf dem Markt am ersten Stand 3 Apfel und am néch-

sten Stand 4 Apfel. Wenn Sie (jann schauen, wie viele Apfe"l Sie haben sagen Sie
nicht: Ich habe 3 Apfel und 4 Apfel. Sondern Sie haben 7 Apfel:

3A+4A=(3+4)A=TA

3.7 Die Binomischen Formeln

Beriihmtestes Beispiel fiir die Klammerregeln sind die binomischen Formeln:

1.
(a+b)*>=(a+b)-(a+b)=a*+ab+ba+b*=a®+2ab+ 1V’

(a—0)>=(a—0b) (a—0b)=a®>—ab—ba+b*=a®— 2ab+ b

(a+b)-(a—b)=a*—ab+ba—b*=a*— b
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3.8 Aufgaben: Terme aufstellen

Aufgabe 3.1

Die Hilfte einer Zahl.

(Losung siehe Seite [29)).

Aufgabe 3.2

Das Doppelte einer Zahl.

(Losung siehe Seite [29)).

Aufgabe 3.3

Das Doppelte einer Zahl um drei vermindert.
(Losung siehe Seite [29)).

Aufgabe 3.4

Das Doppelte einer um drei verminderten Zahl.
(Losung siehe Seite [29)).

Aufgabe 3.5

Der Kehrwert einer Zahl.

(Losung siehe Seite [29)).

Aufgabe 3.6

Der Kehrwert einer um vier vergroflerten Zahl.
(Losung siehe Seite [29)).

Aufgabe 3.7

Das Quadrat einer Zahl.

(Losung siche Seite 29]).

Aufgabe 3.8

Das um zwei vergroflerte Quadrat einer um drei verminderten Zahl.

(Losung siehe Seite 29]).
Aufgabe 3.9

Addieren Sie bitte 5 zum Doppelten von x und dividieren Sie dann durch 2.

(Losung siehe Seite 29]).
Aufgabe 3.10

Subtrahieren Sie das Dreifache von x von 10 und multiplizieren Sie dann mit 4.

(Losung siehe Seite 29]).

Aufgabe 3.11
Ein Term fiir alle geraden Zahlen.
(Losung siehe Seite 29]).

Aufgabe 3.12
Ein Term fiir alle ungeraden Zahlen.
(Losung siehe Seite [B0).

Aufgabe 3.13
Ein Term fiir durch drei teilbare Zahlen.
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(Losung siehe Seite [30]).

Aufgabe 3.14

Ein Term fiir durch 12 teilbare Zahlen.

(Losung siehe Seite [30]).

Aufgabe 3.15

Herr Maier pflanzt Baume in einem bestimmten Schema. Im ersten Monat pflanzt
er nur einen Baum. Im zweiten Monat pflanzt er vier Baume usw.

Die Baume im Die Baume im Die Baume im Die Biume im
ersten Monat. zweiten Monat. dritten Monat. vierten Monat.

1. Stellen Sie einen Term auf, der die Anzahl der Baume fiir den jeweiligen
Monat angibt.

2. Stellen Sie einen Term auf, der die Anzahl der Baume angibt, die den Wald
nach auflen begrenzen.

Im 1. Monat ist es der 1. Baum.
Im 2. Monat sind es vier Badume.
Im 3. Monat sind es acht Baume.
Im 4. Monat sind es 12 Bdume.

(Losung siehe Seite B0).
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3.9 Terme aufstellen: Losungen

Zu Aufgabe: [3.1]

N8

Zu Aufgabe:

2z
Zu Aufgabe:
2r — 3
Zu Aufgabe: 3.4

2(z — 3)
Zu Aufgabe:

SHE

Zu Aufgabe:

r+4
Zu Aufgabe: 3.7

Zu Aufgabe: 3.8

2+ (z —3)?
Zu Aufgabe:
5+ 2x

Zu Aufgabe:

(10 — 3) - 4
Zu Aufgabe: [3.11]

2a, a€Z
Z. bezeichnet die Menge der ganzen Zahlen.
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Zu Aufgabe: 3.12
Sie addieren auf eine gerade Zahl eine ungerade Zahl:

20+1, a€eZ”Z

Weitere Moglichkeiten sind:

2a + 3
2a + 5
2a — 1
2a — 3
Zu Aufgabe:
3n, néeN
Zu Aufgabe: [3.14]
12n, mnelN

Zu Aufgabe:
x gibt die Anzahl der Monate an. Die Anzahl der Baume lésst sich leicht bestim-
men:

T

Die Anzahl der Biaume, die den Wald nach auflen begrenzen ist etwas schwie-
riger. Dazu betrachten wir das Beispiel im vierten Monat.
Alternative 1
Sie miissen die Anzahl der Bdume der unteren Seite und der oberen Seite addieren.
Die beiden Seiten rechts und links haben dann jeweils zwei Baume zu wenig, denn
die Eckbdume haben Sie ja schon bei den Seiten oben und unten addiert. Die
Seiten sind x Baume lang:
Untere Seite: =
Obere Seite:
Linke Seite: z —2
Rechte Seite: x — 2
Nun addieren Sie diese Anzahl:

r+r+(x—2)+(r—-2)=4x—4

Sie sehen, dass die Formel stimmt fiir den 2., 3. und 4. Monat und sicherlich
fiir alle weiteren Monate. Die Formel stimmt jedoch nicht fiir den ersten Monat,
denn: 4 -1 —4 = 0. Es miisste aber eins herauskommen.

Alternative 2

Damit Sie keine Baume doppelt zéhlen, addieren Sie die Baume immer nur von
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der Ecke bis direkt vor der nachsten Ecke. Also zahlt die untere Seite nur z — 1
Béaume, die rechte Seite ebenfalls nur z — 1 usw.

4-(x—1)=4x—4

Sie erhalten dieselbe Formel, die ebenfalls nicht im ersten Monat stimmt.
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3.10 Termumformungen — Aufgaben

Aufgabe 3.16
Multiplizieren Sie aus:

(Losung siehe Seite [33)).

Aufgabe 3.17
Multiplizieren Sie aus:

(Losung siehe Seite [33)).

Aufgabe 3.18
Faktorisieren Sie:

(Losung siehe Seite B3)).

Aufgabe 3.19
Faktorisieren Sie:

(Losung siehe Seite [B3)).

Aufgabe 3.20
Faktorisieren Sie:

(Losung siehe Seite 33)).

Aufgabe 3.21
Faktorisieren Sie:

(Losung siehe Seite [B3)).

Aufgabe 3.22
Faktorisieren Sie:

(Losung siehe Seite [33)).

3z(2a + 5)

Sx(1l+ x)

4xb + 8xa

32y + 3wy?

5 A+2-2-A

322 4 5zt

a+ ab

32
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33
3.11 Termumformungen — Losungen

Zu Aufgabe:

3z(2a+5) =3z -2a+ 3x -5 = 6ax + 15z
Zu Aufgabe: .17

50(1+z) =5z -1+ 5z -z = 5z + 527
Zu Aufgabe: [3.18
,4x kommt in beiden Summanden vor. Dies wird also dann der erste Faktor:

4daxb+ 8ra = 4dxb+ 2 - dxa = 4x(b + 2a)
Zu Aufgabe:

32y +32y* =3 -2-2-y+3-2-y-y=3r-2-y+3x-y-y=3ryr+y)
Zu Aufgabe: [3.20]

5:A4+2-2-A=5-A+2-2-A=A(5+2x)
Zu Aufgabe: [3.21]
Das z ist in beiden Summanden vorhanden und zwar in beiden Summanden als
2%, also in der 2. Potenz.
3v2 + 52 =327 +5- 27 2 = 2%(3 4 52?)
Zu Aufgabe:
a+ab=1-a+a-b=1-a+a-b=a(l+Db)

Die 1 bereitet oft Schwierigkeiten. Als Hilfe kénnen Sie sich klarmachen, dass
Sie zu Anfang zwei Summanden haben, dann miissen in der Klammer auch zwei
Summanden sein.
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3.12 Termumformungen - Briiche — Aufgaben

Aufgabe 3.23
Fassen Sie zusammen:

3a® +a . E
ab 2
(Losung siehe Seite [35]).
Aufgabe 3.24
Fassen Sie zusammen: .
t+h =
(Losung siehe Seite [35)).
Aufgabe 3.25
Bestimmen Sie:
3 Y]
P

(Losung siehe Seite [33]).

Aufgabe 3.26
Fassen Sie zusammen:

22 +2zxh+h?  2?
R h
(Losung siehe Seite [36]).
Aufgabe 3.27
Bestimmen Sie:
dSa  2a
376
(Losung siehe Seite [30]).
Aufgabe 3.28
Bestimmen Sie:
3 2
Tz
(Losung siehe Seite [36]).
Aufgabe 3.29
Fassen Sie zusammen (Erweiterung):
11
oth =
h

(Losung siehe Seite [30]).
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3.13 Termumformungen - Briiche — Losungen

Zu Aufgabe:

3a2—{—a+5 | a ausklamme
— usklammern
ab 2b
3 1 5
—a( 0;;_ ) + % | a kiirzen
1
BCL;_ 2% | Nenner erweitern
2(3 1 5
(C;—;_) + % | Nenner erweitern
6a+2 5
a2—;; + % | addieren
6a+2+5
—r | zusammenfassen
6a + 7
2b
Zu Aufgabe: [3.24
1 .
— — | erweitern
r+h
x z+h ’ £
— zusammenfassen
z(x+h) x(zr+h)
x—(x+h) :
———— | Klammern nicht vergessen!
z(z+h)
r—x—h
x(z + h)
—h
z(z + h)

Zu Aufgabe:

Der linke Nenner besteht aus: a-a-b

Der rechte Nenner besteht aus: a?b

Also muss der linke Nenner erweitert werden mit b und der rechte Nenner muss
erweitert werden mit a?.

3+5a_b 3+a2 5a
a?b b2 b a?h a? b2
3b 5a3
T2 a?

5a® + 3b
T
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Zu Aufgabe: [3.26]

224 2xh + h? 22

h h
2% + 2zh + h? — 22
h
2xh + h? .
—— | kiirzen
h
2+ h
Zu Aufgabe:
Der gemeinsame Nenner ist 6:
5a+2a_2 5a+2a
3 6 2 3 6
~ 10a  2a
6 6
~ 12a
G

Zu Aufgabe: [3.28]
Der gemeinsame Nenner ist a? = a - a:

a a a a
3a 2
T2 a2
3a + 2
Zu Aufgabe: 3.29
11
x+h x |
h
1 1 1
—— - = iche S. B35
(x—i—h az) h | siehe 5. 3
—h 1
1 il
z(x+h) h | kiirzen
—1

36
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3.14 Binomische Formel — Aufgaben

Aufgabe 3.30
Multiplizieren Sie aus:

(z +5)
(Losung siehe Seite [38]).
Aufgabe 3.31
Multiplizieren Sie aus:

(5 + 2d)*
(Losung siehe Seite [38]).
Aufgabe 3.32
Multiplizieren Sie aus:

(6 — 32)?
(Losung siehe Seite B8]).
Aufgabe 3.33
Kiirzen Sie:

a’ + 25+ 10a
a+5

(Losung siehe Seite B8]).
Aufgabe 3.34
Kiirzen Sie:

a*—25

a+5

(Losung siehe Seite [38]).
Aufgabe 3.35
Multiplizieren Sie aus:

(== 1)

(Losung siehe Seite [38)).

Aufgabe 3.36
Multiplizieren Sie aus:

(3z +y)(—y + 3z)
(Losung siehe Seite [39)).



KAPITEL 3. TERME

3.15 Binomische Formel — Losungen

Zu Aufgabe:
(a+b)? = a® + 2ab + b*

b=5

(x+5)2=2+2-2-5+5=2>+102 +25

Zu Aufgabe: [3.31]
(a+b)? = a® + 2ab + b*

b=2d
b’ = (2d) - (2d) = 4d*
(5+2d)* =52 +2-5-2d + 4d* = 4d* + 20d + 25

Zu Aufgabe:
(a —b)* = a* — 2ab + b

b=3z
b = (32) - (32) = 927

(6—32)>=6—2-6-32+92° =92 — 362 + 36

Zu Aufgabe: 3.33]
a*+254+10a  (a+5)*

a+5 a+5

=a+5
Zu Aufgabe: [3.34

Wir wenden die 3. Binomische Formel an:
(a+b)(a—b)=a®>—1*
a*—25  (a+5)(a—5)

= =a—29
a-+5 a-+5

Zu Aufgabe:
(a —b)* = a* — 2ab + b

a =z

b=1

(z—1)=22-2.2-1+1=2>-22+1

38
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Zu Aufgabe: [3.36!
3z + y)(—y + 32)
Dies ergibt die dritte binomische Formel, wenn Sie in der zweiten Klammer die

Summanden vertauschen. Das diirfen Sie, so wie bei Zahlen ja auch gilt, dass 344
= 443 ist:

(Br+y)(~y +3z) = 3z +y)(3z — y)
= (32)" =y
— 012 4



Kapitel 4

Einfache Gleichungen

4.1 Einfiihrung

Ziel dieses Abschnittes ist es Gleichungen 16sen zu kénnen. Dazu sollen Sie aber
nicht nur das Rechenverfahren erlernen, sondern auch das Aufschreiben, so dass
jeder andere Thre Rechnung nachvollziehen kann.

Das anschauliche Bild fiir Gleichungen ist eine Waage. Die linke Seite ,, wiegt®
soviel wie die rechte. Wenn Sie die linke Seite verdoppeln, dann miissen Sie auch
die rechte Seite verdoppeln.

Wenn Sie auf die linke Waagschale etwas drauflegen (z. B. eine Zahl) so miissen
Sie rechts das selbe tun.

Beispiel: Drei Apfel und 3kg wiegen 12kg: Wie schwer ist ein Apfel. Da das
Gewicht des Apfels unbekannt ist, nennen wir das Gewicht einfach z. Ein Apfel
wiegt dann 1z, zwei Apfel wiegen dann 2z und drei Apfel wiegen dann 3u:

0O 5
OO 4

3243 =12 ilils
QOO

(I ]
o |
o

Die Apfel (O) werden durch Ku-
geln symbolisiert, die Kilogewich-
te (O)sind durch die Rechtecke
dargestellt.

Nun werden auf der linken und
der rechten Waagschale jeweils
3kg (= 30) weggenommen.

40
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3r=9 0opo
. Q 0opod
Wenn drei Apfel 9 kg schwer sind,
v 3 erhalten Sie das Gewicht eines

Apfels, wenn Sie das Gewicht der

drei Apfel (9kg) durch drei teilen.
Also wiegt ein Apfel 3kg.

Ohne Bilder rechnen Sie das folgendermafien:

3r+3 = 12 | -3
= 3r = 9 | :3
& r = 3
Erlduterungen:

e Am Ende einer Zeile wird ein kleiner senkrechter Balken geschrieben, hinter
dem aufgeschrieben wird, welche Umformung Sie zur néchsten Zeile machen.
Sie konnen den gesamten Term links und rechts vom Gleichheitszeichen
mit einer Zahl multiplizieren. Sie konnen aber auch links und rechts eine
beliebige Zahl addieren.

e Vor der néchsten Zeile wird jeweils ein Doppelpfeil geschrieben. Dieser Dop-
pelpfeil ist ein Aquivalenzzeichen. Das sind eigentlich zwei Pfeile in einem
Zeichen. Aus der oberen Gleichung ermitteln Sie die selbe Losung wie aus
der néchsten Gleichung. Beide Gleichungen beinhalten die selbe Informati-
on.

4.2 Schema

Es empfiehlt sich, bei dem Auflésen von Gleichungen folgende Reihenfolge einzu-
halten (Abweichungen sind natiirlich auch méglich und oft auch sinnvoll).

1. Klammern auflésen
2. ,x-Terme* auf beiden Seiten zusammenfassen; ebenso Zahlen.

3. Dann alle x-Terme ,auf eine Seite bringen* mit ,+“ oder ,-“ und wieder
zusammenfassen.

4. Dann die Zahlen ,auf die andere Seite bringen“ und zusammenfassen.

5. Dann als letzten Schritt wird durch die Zahl geteilt, die vor dem x steht.
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4.3 Einfiihrungsaufgaben

Die weiteren Aufgaben sind dazu gedacht Thnen Beispiele fiir Aufgaben zu geben,
die bei jedem Schritt schwieriger werden, so dass Sie langsam immer sicherer
werden mit Gleichungen.

1.
Hx = 20
2.
Sx +3 =23
3.
20 +3x+3 =23
4.
20+ 3(z+1) =23
5.
3r+3(z+1)=23+=z
Losungen
1.
br = 20 | :5
s o= 4
2.
br+3 = 23 | -3
& br = 20 | :5
& r = 4
3.
20 +3x+3 = 23
& br+3 = 23
Rest siehe oben.
4.
20 +3(x+1) = 23
& 20+ 3x+3 = 23
Rest siehe oben.
5.
3xr+3(x+1) = 23+
& 3r+3x+3 = 2342 | —x
& 20+ 3z+3 = 23

Rest siche oben.
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4.4 Aufgaben

Gegeben sei die Grundmenge R, bestimmen Sie die Losungsmenge der folgenden
Gleichungen. Bestimmen Sie bei den Textaufgaben zuerst eine Gleichung und
16sen Sie sie anschlielend.

Aufgabe 4.1
102 + 5 =5z + 30
(Losung siehe Seite [45)).
Aufgabe 4.2
120 —6 =22 +9
(Losung siche Seite [45]).
Aufgabe 4.3
20+ 3(x —1) =4z + 2
(Losung siehe Seite [45)).
Aufgabe 4.4
3r+4(z+2(x—1)) =92 —2
(Losung siehe Seite [45)).
Aufgabe 4.5
—(17z +10) — 2(5 — 10z) = —4(5 — z)
(Losung siehe Seite [45)).
Aufgabe 4.6
Nennen Sie drei aufeinanderfolgende Zahlen, deren Summe 33 ist.
(Losung siehe Seite [40)).
Aufgabe 4.7
Das Doppelte einer Zahl um 4 vergréflert ergibt 24. Wie lautet die Zahl?
(Losung siehe Seite [40)).
Aufgabe 4.8
Das Doppelte einer um vier vergroflerten Zahl ergibt 24. Wie lautet die Zahl?
(Losung siehe Seite [40)).
Aufgabe 4.9
Das Doppelte der um 6 vergréferten Zahl ergibt das um 6 vergroflerte Doppelte
der Zahl.
(Losung siehe Seite [46]).
Aufgabe 4.10
Das Dreifache der um vier vergroflerten Zahl ist das Doppelte der Zahl vergrofiert

um das Vierfache der um 6 verminderten Zahl.
(Losung siehe Seite E7).
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Aufgabe 4.11

Das Doppelte des um fiinf vermehrten Dreifachen der um eins vergroflerten Zahl
ist zehn.

(Losung siehe Seite [AT).

Aufgabe 4.12
In Amerika wird als Temperatureinheit oftmals das Fahrenheit benutzt.

In einer Kurzgeschichte von Hemingway (,A day’s wait“) hort ein kleiner
Junge, dass er eine Temperatur von 102 Grad habe. Da der Junge aus einer
Schule in Frankreich weif}, dass Temperaturen oberhalb von 44 Grad todlich sind,
wartet er einen ganzen Tag lang in seinem Krankenbett auf seinen Tod, bis sich
das MiBverstéandnis aufklért.

Um von Celsius (7¢) in Fahrenheit (7F) umzurechnen gibt es folgende Formel:

Tc-9

Es gibt auch folgende Formel zur Umrechnung:
T =T - 1,84 32
1. Geben Sie die Temperatur in Fahrenheit von 44° C an.
2. Machen Sie sich klar, dass beide Umrechnungsformeln identisch sind.

3. Geben Sie die Temperatur von 102° F in Celsius an. Benutzen Sie dabei die
1. Umrechnungsformel.

4. Gibt es eine Temperatur, die den gleichen Wert in Fahrenheit wie in Celsius
hat?

(Losung siehe Seite [48]).
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4.5 Losungen

Zu Aufgabe: [4.1]

Zu Aufgabe:

Zu Aufgabe:

Zu Aufgabe: [4.4]

45

10x+5 = b5z+30 |—bx
& b+ 5 30 |—5
= bx = 25 |:5
& r = 5
L = {5}
120 —6 = 22 +9 —2x
& 100—6 = 9 |+ 6
& 10z = 15 | : 10
& r = 1,9
L ={1,5}
2 +3(x—1) = 4o +2
= 20 +3r—3 = 4dx+2
& br—3 = 4dx+2 |—4x
& r—3 = 2 |+ 3
& r = 5
L = {5}

Am Einfachsten ist es zuerst die innere Klammer aufzulosen und dann die aussere:

teoeTY

Zu Aufgabe:

teee

3z +4(x +2(x — 1))

3z +4(x + 2z — 2)
3z +4(3z — 2)
3r+12x —8 =
15z —8 =
6r —8 =
br =
€T =
L = {1}

— (172 +10) — 2(5 — 10x)
—17x — 10 — 10 + 20z

3xr — 20

3x

0

L = {0}

9r — 2
9r — 2
9r — 2
9r — 2

92 —2 | -9z
-2 | +8
6 |: 6
1

= —4(5—ux)
= —20+4x
= —20+4x
= 4z
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Zu Aufgabe:
Nennen Sie drei aufeinanderfolgende Zahlen, deren Summe 33 ist.
Stellen Sie zuerst eine Gleichung auf und 16sen Sie sie anschlielend.
x: kleinste der drei Zahlen
x4+ 1: mittlere der drei Zahlen
x4+ 2: grofite der drei Zahlen

r+r+14+2+2 = 33

& 3r+3 = 33 | -3
= 3 = 30 |:3
& r = 10

Die drei Zahlen sind: 10, 11 und 12.
Zu Aufgabe: 4.7
Das Doppelte einer Zahl um 4 vergréfert ergibt 24. Wie lautet die Zahl?
Stellen Sie zuerst eine Gleichung auf und losen Sie sie anschliefend.
Das Doppelte einer Zahl: 2x

um 4 vergrofert: + 4
ergibt: =
2r4+4 = 24 |—4
= 20 = 20 |:2
& z = 10

Die Zahl lautet 10.

Zu Aufgabe: 4.8
Das Doppelte einer um vier vergrofSerten Zahl ergibt 24. Wie lautet die Zahl?
Stellen Sie zuerst eine Gleichung auf und 16sen Sie sie anschlieflend.

Das Doppelte wovon? — Der um vier vergroflerten Zahl. Sie miissen erst die
Zahl vergrofisern (um vier) und dann verdoppeln.

2(x+4) =24
Diese Gleichung gelost ergibt:
2x+4) =24
r+4=12
r =38

Die Zahl lautet 8.

Zu Aufgabe:

Das Doppelte der um 6 vergroflerten Zahl ergibt das um 6 vergroflerte Doppelte
der Zahl. Stellen Sie zuerst eine Gleichung auf und 16sen Sie sie anschlielend.
Das Doppelte wovon? — der um 6 vergroflerten Zahl:

2(x +6)
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Das um 6 vergroferte Doppelte der Zahl:
20+ 6
Ergibt zusammen die Gleichungen:
2(r+6) =22x+6
Die Losung:

2(x+6)=22+6
20 +12=2x+6
12=06

L ={}
So eine Zahl gibt es nicht.
Zu Aufgabe:

47

Das Dreifache der um vier vergroflerten Zahl ist das Doppelte der Zahl vergrofiert

um das Vierfache der um 6 verminderten Zahl.

Stellen Sie zuerst eine Gleichung auf und losen Sie sie anschlieend.

um vier vergroflerten Zahl: x+4

dreifache der um vier vergroflerten Zahl: 3 (x+4)

das Doppelte der Zahl: 2x

vergrofert um: +
das Vierfache: 4

der um 6 verminderten Zahl: x-6

3(x+4) = 2x+4(x—6)

S 3r+12 = 2e+4+4x—24
& 3r+12 = 6x—24
& 12 = 3z —24
= 36 = 3z
& 12 = =z
L = {12}

Die Zahl lautet 12.
Zu Aufgabe: 4.11

Das Doppelte des um fiinf vermehrten Dreifachen der um eins vergroflerten Zahl

ist zehn.
Das Doppelte . ..— wovon?

20..). ..
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Das Doppelte des um fiinf vermehrten Dreifachen ldots — wovon?

25+3(...))...

Das Doppelte des um fiinf vermehrten Dreifachen der um eins vergréflerten Zahl

26+ 3(x+1))...

Das Doppelte des um fiinf vermehrten Dreifachen der um eins vergréflerten Zahl

ist zehn.
25+ 3(x+1)) =10

2(5+3(x+1)) =10
) =5

5+3(x+1
3(x+1)=0
3r+3=0
3r = —3
r=—1

Die gesuchte Zahl lautet -1.

Zu Aufgabe:
Zur Umrechnung von Fahrenheit in Celsius:

1. Geben Sie die Temperatur in Fahrenheit von 44° C an.

Losung
Hier miissen wir nur die Temperatur in Celsius in die Umrechnungsformel
einsetzen:
Tc-9
44°C-9
Ty = —— + 32
5
396 °
= (— + 32> F
5
=111,2°F

2. Machen Sie sich klar, dass beide Umrechnungsformeln identisch sind.

Losung
Bei der Umrechnung der beiden Formeln wird einfach nur gekiirzt:
Tc-9
Tp =~ +32
bt
9

—To-1,8+32
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3. Geben Sie die Temperatur von 102°F in Celsius an. Benutzen Sie dabei
folgende Umrechnungsformel:

Tc-9

Losung
Dazu muss zuerst eine Umrechnungsformel erstellt werden, um von Fahren-

heit nach Celsius umzurechnen.

To-9
T .
Tp — 32 = -C )
5-(Tp —32)=Tc -9
5.(TF—32):TC
9
5

Einsetzen von 102° F fiir T ergibt:

Tc = g - (102° F — 32)
~ 38,9°C

4. Gibt es eine Temperatur, die den gleichen Wert in Fahrenheit wie in Celsius
hat?

Losung
Die gesuchte Temperatur sei T:

T.9
T=-—+32 -5

( Sie miissen jeden Summanden multiplizieren)

5T =T -9+ 160
0 =47+ 160
—160 = 4T
—40=T

—40° C entsprechen —40° F.
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Geometrie: Der Satz des Pythagoras

A+ =

Der Satz des Pythagoras ist aus der Geometrie und der Mathematik nicht mehr
wegzudenken. Er macht Aussagen iiber die Seitenldngen in rechtwinkligen Drei-
ecken. Das Wissen um den Satz des Pythagoras fiithrte zu einer Reihe weiterer
wichtiger Sétze wie z. B. dem Hohensatz, Sinussatz, Sinus- und Kosinusbeziehun-
gen und zu der Verallgemeinerung des Satzes des Pythagoras: dem Kosinussatz.
Der Kosinussatz wiederum wird in der Vektorrechnung benétigt, um das Skalar-
produkt einzufithren. Auflerdem kénnen die Binomischen Formeln elementargeo-
metrisch gezeigt werden mit Hilfe des Satzes des Pythagoras.

Rechtwinklige Dreiecke kommen in Koordinatensystemen vor und bei der Be-
rechnung der Héhe, wenn man z. B. die Flédche eines Dreiecks berechnen will oder
das Volumen einer Pyramide.

Der Satz des Pythagoras:

a® + b =
a: Eine Seite am rechten Winkel anliegend.
b: Eine Seite am rechten Winkel anliegend.
c:  Die Seite, die dem rechten Winkel gegeniiber liegt.
In diesem Beispiel ist der rechte Winkel (90°) an der Ecke C, der Seite ¢ gegeniiber.

Beispiel: Sie haben ein rechtwinkliges Dreieck mit den Seiten a, b und dem
rechten Winkel gegeniiberliegend: c. Wenn a = 3c¢m, b = 4 cm ist, dann berechnet
sich die Seitenldnge der Seite c:

> =32+ 42
=9+16
=25

c=25

Die Seitenlédnge von c ist 5cm.
Zum Satz des Pythagoras gibt es unzéihlige Beweise (iiber 70 verschiedene).
Einer reicht fiir unsere Zwecke.

20
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5.1 Beweis des Satzes des Pythagoras

a b b a

Abbildung 5.1: Ein Quadrat (a+b) wird unterschiedlich unterteilt.
Die griinen Dreiecke sind in beiden Quadraten gleich grof3. Dann
muss jeweils der Rest (die rote Flidche und die weie Fliche) auch
gleich grof sein.

Zu zeigen: In einem rechtwinkligen Dreieck gilt:
a? +b* = ¢

a Kathete, eine Seite, die vom rechten Winkel weggeht
b Kathete, eine Seite, die vom rechten Winkel weggeht
¢ Hypotenuse, die Seite, die dem rechten Winkel gegeniiberliegt.

Die Riickrichtung gilt eigentlich auch, also wenn in einem beliebigen Dreieck
gilt: a®> + b? = ¢, dann ist das Dreieck rechtwinklig. Diesen Teil beweisen wir
nicht! (Gilt aber trotzdem!)

Der Beweis erfolgt in zwei Schritten mit Hilfe der Figuren in Abb. Bt

1. Es muss gezeigt werden, dass das weile Viereck ein Quadrat ist.
(Die Augen konnten ja tauschen.)

2. Dann vergleichen wir die roten und die weifle Fléche.

1. Zu zeigen, dass die weifle Flédche ein Quadrat ist.
Siehe Abb. Bei zwei Dreiecken stoflen immer ein $-Winkel mit einem
a-Winkel zusammen. Da die Winkelsumme im Dreieck 180° betrigt:

a+pB+y = 180°
a+[5+90° = 180°
a+ 5 = 90°
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Abbildung 5.2: Zwei Dreiecke mit ihren
Winkeln. Es sto8t immer ein S-Winkel
mit einem a-Winkel zusammen.

Die Ecke des weiflen Vierecks muss dann ebenfalls 90° sein, da gilt:

a + [+ Winkel des weilen Vierecks = 180°

Also ist das weifle Viereck ein Quadrat.

2. Vergleich der roten Flichen und der weiflen Fliache in Abb. 511

Die roten Fliachen und das weifle Quadrat miisssen identisch sein, da sie
jeweils die Restflachen des groflen Quadrates ohne die griinen Flichen sind:

weiles Quadrat = Grofles Quadrat - griine Flachen = rote Fldchen

die rote Flache:  a® + b?
die weifle Flache: ¢

also gilt im rechtwinkligen Dreieck:

a® + b =
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5.2 Pythagoreische Zahlentripel

Eine naheliegende Frage ist, ob es rechtwinklige Dreiecke gibt, deren Seitenlédngen
natiirliche Zahlen sind.
Ein solches Dreieck ist schnell gefunden: a = 3, b = 4 und ¢ = 5, denn

3% +472 =5

Aber gibt es noch mehr solcher Dreiecke, oder gibt es gar unendlich viele? Wenn
ja, wie findet man diese?

Da helfen die Binomischen Formeln:
u und v stehen fiir natiirliche Zahlen. Um es einfacher zu haben soll u gréfler als
v sein: u > v:

Wahle:
a = u®—1?
b = 2uv
c = u+0°
Dann gilt:
a’® = (u2 — 112)2 =ut — 2u%? +0?

b = (2uw)? = 4u*v?
= (u2 + v2)2 = ut + 2u%0? + ot
a®+b* =u' — 20 + 0t + 4P = ut 4+ 0P ot = 2
Beispiel: ©u = 3,v =2
a=9—-4 =5
b=2-3-2 = 12
c=9+4=13

Da gilt: 52 + 122 = 25 + 144 = 169 = 13? ist das Dreieck rechtwinklig und es hat
natiirliche Zahlen als Seitenldngen.

Im Anhang [B.] sind noch mehr pythagoreische Zahlentripel bestimmt. Mit
Hilfe dieser Zahlentripel kann man Dreiecke konstruieren, die rechtwinklig sind.
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5.3 Beweis des Hohensatzes

Abbildung 5.3:  Ein rechtwinkliges

Dreieck, v = 90°.
AH.=qund H.B = p.

54

Der Beweis erfolgt durch mehrmaliges Anwenden des Satzes des Pythagoras:

1. Im Dreieck ABC' gilt:

@+ = = (p+q)

2. Im Dreieck H.BC gilt: a® = h% + p?

3. Im Dreieck AH.C gilt: b* = h? + ¢*

4. Nun ersetzen wir in der Gleichung 5.1 a und b:

a’® + b?

(hZ +p°) + (h + ¢°)
h? + p* + h% + ¢

h? 4+ h? + ¢

h? + h?

2h?

h?

Hohensatz des Euklids:

Im rechtwinkligen Dreieck gilt:

= (p+q)?
(p+q)?

P* + 2pq + ¢
2pq + ¢

2pq

2pq

= g

pq = h?

Bin. Formel

(5.1)
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Funktion

In der Schule begegnen einem immer wieder verschiedene Graphen in einem Ko-
ordinatensystem. Fiir diese Graphen kann man oftmals Funktionsvorschriften an-
geben, die einem den y-Wert zu einem x-Wert geben:

Bsp: f(z) = 5x + 3.
Wenn man den y-Wert zu dem x-Wert x=6 wissen will, muss man fiir = die 6
einsetzen:

f(6)=56+3=33

Dies ergibt den Punkt (z]y) = (6/33).

Der Funktionsgraph setzt sich aus all diesen Punkten zusammen. Man kann
sich vorstellen, dass man nacheinander alle Zahlen, die es gibt, fiir x einsetzt und
dann alle Punkte des Graphen erhélt.

In der Praxis rechnet man nur einzelne Punkte aus, zeichnet diese ein und
verbindet diese Punkte dann sinnvoll.

Mathematisch ausgedriickt ordnet man zu jedem x-Wert einen y-Wert zu.
Oder noch mathematischer: Jeder Zahl ordnet man eine andere Zahl zu.

Beispiele:

e Wihle eine Zahl fiir z und der y-Wert ist das Dreifache von der gewéhlten
Zahl x:

f(x) =32
Punkte dieser Funktion sind dann z. B. : (—=2]|—6) (0(0) (1]3) (1,5]4,5)
e Eine etwas verriickte Funktionsvorschrift: Wéhle eine Zahl, die 1. Nachkom-

mastelle ist dann der y-Wert:
Punkte sind dann z. B. : (3,0]0) (3,2]2) (4,56]5)

So eine Funktion ldsst sich nicht ohne abzusetzen zeichnen, da Sie immer
dann einen Sprung haben, wenn sich die Nachkommastelle erhoht.

e Keine Funktion wére also ein Graph wie in Abb. Denn es gibt zu man-
chen x-Werten zwei y-Werte.

95
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Abbildung 6.1: Dieser Graph ist
keine Funktion, da es zu einigen
x-Werten zwei y-Werte gibt.

e Fast jede Graphik in Threr Tageszeitung (wie z. B. Tageszeit — Temperatur
oder Jahre — Lohnentwicklung) erfiillen die Bedingung, dass es zu einem
x-Wert auch nur einen y-Wert gibt.

Als Faustregel gilt: Auf der x-Achse kommt in der Regel das, was man einstellt,
und auf die y-Achse wird das Gemessene eingetragen.
Die Zeit wird immer auf die x-Achse aufgetragen!
Beispiel:
An einer Feder werden Gewichte gehéngt. Sie messen die Auslenkung. Auf die
x-Achse wird das Gewicht aufgetragen und auf die y-Achse die Auslenkung.

Funktionsgleichung: Die Berechnungsvorschrift, die die beiden Zahlen (z-Wert
und y-Wert verkniipft nennt man Funktionsvorschrift.

Definitionsmenge: Die Zahlen, die fiir x eingesetzt werden diirfen. In der Regel
diirfen alle Zahlen fiir x eingesetzt werden.

Mogliche Einschrankungen sind z. B. :

e x bedeutet in einer Textaufgabe die Breite eines Rechtecks und y die
Lange des Rechtecks. Dann diirfen x und y nicht negativ sein.

e x ist die Anzahl von Pflanzen, y gibt den Preis an.
Dann diirfen nur natiirliche Zahlen (0, 1, 2, 3 ...) fiir x eingesetzt
werden.

e Wenn Sie die Temperaturentwicklung zwischen 1900 und 2000 darstel-
len wollen, kénnen Sie fiir die x-Werte auch nur Jahreszahlen zwischen
1900 und 2000 (einschliefilich) einsetzen.
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In einer Funktion muss jeder Zahl aus der Definitionsmenge genau ein y-
Wert zugeordnet werden. Jede Zahl aus der Definitionsmenge bekommt
einen einzigen y-Wert (also keine 2 Werte.

Beispiele:
e Menge aller reellen Zahlen:
D, ={zr € R}

D, Definitionsbereich fiir die Variable x
{} heifit die Menge der Zahlen
z € R fir x kann man alle reellen Zahlen einsetzen

e Menge alle reellen Zahlen grofier oder gleich null:
D, ={rxe€R|z >0}

D, Definitionsbereich fiir die Variable x

{} heifit die Menge der Zahlen

xr € R fiir x kann man alle reellen Zahlen einsetzen
| ,mit der Eigenschaft* oder , fiir die gilt“
x>0 x muss grofer oder gleich null sein

e Menge aller reellen Zahlen ohne die 1:
D,={zeR|z#1}

D, Definitionsbereich fiir die Variable x

{} heifit die Menge der Zahlen

xr € R fir x kann man alle reellen Zahlen einsetzen
| ,mit der Eigenschaft* oder ,fiir die gilt“

x # 1 x darf nicht 1 sein

Wertemenge: Das ist die Zahlenmenge, welche die y-Werte annehmen kénnen.
Bsp.:
f(x) =2 W,={zeR|z >0}

Der Wertebereich sind alle reellen Zahlen mit der Eigenschaft gleich oder
grofler als null zu sein.

Die y-Werte sind alle grofler oder gleich null. Es gibt keine Zahl, die mit
sich selbst mal genommen ein negatives Ergebnis hat.

Stetigkeit: anschaulich definiert: Wenn Sie die Funktion von ganz links bis ganz
rechts mit einem Bleistift ohne abzusetzen zeichnen konnen, dann ist die
Funktion stetig.

7. B. kann ein Kreis nicht durch eine einzige Funktion dargestellt werden.
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Bzw.: Wenn Sie von jedem beliebigen Punkt des Funktionsgraphen bis zu
jedem anderen beliebigen Punkt des Funktionsgraphen ohne abzusetzen
zeichnen konnen, dann ist die Funktion stetig.

Beispiele fiir nicht stetige Funktionen:

2 furx <1
f(x)_{S firz >1
Die Funktion macht einen Sprung bei x = 1. Sie kénnen also nicht

ohne abzusetzen und neu anzusetzen vom Punkt (0]2) bis zum Punkt
(3]5) zeichnen.

flz)=1/x
In dieser Funktion darf der Wert null fiir x nicht eingesetzt werden,
denn die Division durch null ist nicht definiert.

D, ={z e R|z # 0}

Sie konnen also auch hier nicht von z. B. (-2]-0,5) bis (2]0,5) ohne
abzusetzen zeichnen.

6.1 Funktionsvorschrift

Es gibt verschiedene Sichtweisen, Funktionen zu definieren:

1. f(x) = 3x + 6 Dies gibt einem die Moglichkeit die Funktion zu benennen
(z.B. f, g, Kosten ...). Andererseits kann man komfortabel angeben, welchen
Wert die Variable x haben soll. Fiir den Funktionswert von f an der Stelle
x = 3 kann man einfacher schreiben: f(3)

2. y = 3z + 6 ist eine andere Darstellung, die auf die Punktkoordinaten (z|y)
zuriickgeht.

fix—3x+6
gefahrene Kilometer — Preis in Euro

Bei dieser Schreibweise steht die Zuordnung im Vordergrund. Jedem gefah-
renen Kilometer wird ein Preis zugeordnet.
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6.2

Funktionen zeichnen

Als Beispiel dient uns folgende Funktionsvorschrift:

f(z) =327 + 42 + 1

Die Zeichnung erfolgt mit einem spitzen Bleistift.

1.

Zuerst wird eine Wertetabelle erstellt:
Dazu werden zu verschiedenen Werten fiir « die zugehorigen y-Werte aus-

gerechnet:
Nebenrechnung;:
f(=2) = 3(-2)"+4(-2) +
f(=1) 3(—1)% +4(-1) +
f(0) = 3(0)>+4(0)+1=
f1) = 31)*+41)+1=
f(2) 32 +4(2)+ 1=
Tragen Sie diese Werte in die Wertetabelle ein:
X1y
21 5
-11 0
0] 1
1] 8
2121

Nun {iberlegen Sie sich einen geschickten Mafistab fiir Thre Zeichnung.
Die Mafistabe fiir die x- und die y-Achse miissen nicht gleich sein.

Alle Punkte miissen in Ihrer Zeichnung eingetragen werden.

29

Dann zeichnen Sie ein Koordinatensystem. Die Achsen bekommen am Ende

einen kleinen Pfeil, der in die positive Richtung weist.

Dann tragen Sie die Punkte mit einem kleinen Kreuz in Ihr Koordinaten-

system ein.

Verbinden Sie dann die Punkte. Wenn IThre Funktion eine Gerade ist, dann
verbinden Sie bitte mit dem Lineal alle Punkte. Ansonsten - in allen anderen
Féllen - zeichnen Sie bitte aus der Hand.
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6.3 Funktionstypen

In der Schule werden verschiedene Funktionstypen behandelt:

1

2

. Lineare Funktionen (Geraden)

. quadratische Funktionen (Parabeln)
kubische Funktionen

. ganzrationale Funktionen

. gebrochen rationale Funktionen

. e-Funktion (Wachstumsfunktionen)
Logarithmusfunktionen (LK)

Trigonometrische Funktionen (zur Zeit nicht im Weiterbildungskolleg)

60
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Lineare Funktionen

Wir beschéftigen uns nun mit den einfachsten Funktionen, den linearen Funktio-

nen. Thr Graph ist eine Gerade, darum heiflen die Funktionen linear (wie Lineal).
Beispiele linearer Funktionen sind aus dem téglichen Leben der Strompreis.

Der steigt mit jeder verbrauchten Kilowattstunde um den selben Betrag.
Anderes Beispiel ist die gleichformige Geschwindigkeit. Wenn jemand mit

3m/s rennt, dann entfernt er sich mit jeder Sekunde um 3 Meter. Die Entfer-

nung lésst sich leicht berechnen:

Entfernung = 3 - Anzahl der Sekunden

7.1 Beschreibung

1. ,Funktionen* geben eine Anweisung, wie Werte (y-Werte) auszurechnen
sind, wenn ein anderer Wert (x-Wert) gegeben ist. Diese Werte kann man in
ein Koordinatensystem einzeichnen und erhélt einen Graphen. Der Graph
linearer Funktionen ist eine Gerade.

Beispiel fiir eine lineare Funktion:
flz)=3x+1

Zwischen der 3 und dem z ist ein Malzeichen gedacht.

Fiir das x werden nun beliebige Werte eingesetzt. Z. B. fiir « die 4:
f(4)=3-4+1=12+1=13

So kann eine Wertetabelle erstellt werden:
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Schnittpunht

Steigung:
m

yv-Achsenabschnitt: b

Gerade
zeichnen

parallel, keine
Lisung

Schnittpunkt
Deiar Geraden

identizch,
unendlich viele
Lizungen

lineare

Steigung !
Achzenabschnitt

Funktion

Anwendungen

FAlkoholabbau

Tmmozé_:aarmi

Abzinken eines
Gewichtes in
einer Salzldsung

hessungen

Funktion \

erstellen

/

mei
Funkte

Ausgleichsgerade

Linearisierung einer Statistik
quadratizchen
Funktion

\ Drehendes Rad

Fallende
Kirper

verbunden mit
fallendem Kirper

Abbildung 7.1: Uberblick iiber das Themenfeld lineare Funktionen



KAPITEL 7. LINEARE FUNKTIONEN 63

z | f(x)
3 -8
2| -5
1] 2
0] 1
1| 4
2 7
3] 10
4] 13

Wenn man diese Punkte in ein Koordinatensystem einzeichnet und verbin-
det erhélt, man den Graph der Funktion oder einfach das Bild der Funktion:

Abb.

Abbildung 7.2: Die lineare Funktion: f(x) = 3x 4+ 1. Der y-Achsenabschnitt ist
1 und die Steigung ist 3.

2. Graphen von linearen Funktionen sind Geraden.
3. Lineare Funktionen sind immer von der Form:
f(z)=mz+b

e m ist die Steigung

e b ist der Achsenabschnitt auf der y-Achse, wo die Gerade die y-Achse
schneidet.

Wenn der y-Achsenabschnitt null ist, stellt die Funktion einen proportionalen

Zusammenhang dar: Z. B. Preis von Birnen oder Zeit — gefahrene Kilometer.

7.2 Die Steigung

Die Steigung gibt an, wie ,steil” eine Gerade ist.
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e Wenn die Steigung positiv ist, steigt die Gerade an
e Wenn die Steigung null ist, dann ist die Gerade parallel zur x-Achse.

e Wenn die Steigung negativ ist, dann féllt die Gerade.

7.2.1 Bestimmung der Steigung

Im folgenden werden verschiedene Moglichkeiten unterschieden, die Steigung zu
bestimmen.

1. Mit Hilfe der Wertetabelle
x| flz)=4x—1

-2 -9 N

r e - +4
) +4

0 -1 <
) +4

IR
<

2. Mit Hilfe der Funktionsvorschrift
flz)=—-x+3

Hier ist die Steigung m = -1

Die Steigung m ist der Vorfaktor vor dem x:
flz)=3x+2
Die Steigung betrégt 3.

3. Mit Hilfe zweier Punkte
Gegeben sind:
Py (4]5)
Py (6]15)
Wenn man 2 = 6-4 nach rechts geht, geht man 10 = 15-5 Schritte nach
oben.
Wenn man 1 Schritt nach rechts geht, geht man 5 Schritte nach oben.
Also ist die Steigung m = 5.
Als Formel:
Y2 15-5
To — I 6—4
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b erhalten Sie durch Einsetzen eines Punktes:

flx) = bx+b
f4) =5
5-4+0b =5
20+b = 5
b = —15
f(z) =5z —15

4. Mit Hilfe des Graphen

Zeichnen Sie das Steigungsdreieck und bestimmen Sie Ay und Ax:

Y

11+
dy

T dx

j ——+>«

DD 2 4 6
_Ay_11—7_2
M=Nr T 4-2

5. In Textaufgaben

65

In Textaufgaben ist die Steigung dadurch zu erkennen, dass die Einheit ein

Bruch ist. Z.B. :

Geschwindigkeit km/h
Telefontarif Euro/min
Speditionstarif Euro/h
Wasserdurchfluss Menge/h
Bevolkerungswachstum | Personen/Jahr
Ausbildungsschliissel | Lehrer/Schiiler

7.2.2 Winkel

In diesem Abschnitt soll gekldrt werden, unter welchem Winkel eine Gerade die

x-Achse schneidet.
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Dazu ist der y-Achsenabschnitt egal, denn wenn der y-Achsenabschnitt verén-
dert wird, dann wird die Funktion nur parallel verschoben und der Winkel bleibt
gleich.

Wenn man 1 nach rechts geht, dann geht man m nach oben. Dabei bildet man
ein rechtwinkliges Dreieck.

Ay = m liegt dem gesuchten Winkel v gegeniiber, daher gilt: m = sin(«) - Hyp.

Az = 1 liegt dem gesuchten Winkel o an, daher gilt: 1 = cos(«) - Hyp.

Also gilt:

_ Ay sin(a) - Hyp

m = tan(«)

Az cos(a) - Hyp
oder kurz:
tan(a) = m

Beispielaufgabe:
Unter welchem Winkel schneidet die lineare Funktion f(z) = 3x 44 die x-Achse?
Losung: Die Steigung von f ist immer 3. Also gilt: tan(a) = 3. Der Taschen-
rechner kann den Winkel o bestimmen mit Hilfe der Umkehrfunktion tan~!. Dies
berechnet sich bei dem Taschenrechner in der Regel mit Hilfe der shift-Taste und
direkt anschlieend der tan-Taste.

tan(a) = 3
o = tan"'(3)
a="T1°

Die x-Achse wird mit dem Winkel 71° geschnitten.
Achtung! Wenn m negativ ist, der Graph der Funktion fallt, dann ist der
Winkel auch negativ:

flz)=—-3x+4
Losung:
tan(a) = —3
a=—=T1°

Dann ist der kleinere Winkel 71° (der Winkel nach links), und der grofere:
180° — 71° = 109°

7.3 Senkrechte zu einer Geraden

Dieser Abschnitt beschéftigt sich mit dem Problem, zu einer gegebenen Gerade
eine senkrechte Gerade zu finden.

Zuerst wird angegeben, wie man rechnen muss. Dann werden Beispiele be-
schrieben und danach werden die Beweise angegeben, warum die Steigungen der
beiden Geraden so zusammenhéngen. Die Beweise sind leider etwas aufwindig.
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7.3.1 Losung des Problems
Losung: Wenn eine Gerade gegeben ist
flz)=mz+b

dann ist g senkrecht zu f, wenn gilt:

Die Steigung von g ist: m’' = —-

7.3.2 Beispielaufgabe

Gegeben ist die Gerade [ mit: f(x) = 4z + 2 Gesucht ist eine Gerade g, die
senkrecht zu f ist und f im Punkt (3|14) schneidet.
Losung:
g(x)=m'z +c

1. Die Steigung von g:

2. Gesucht ist nun eine Funktion g, welche die Steigung -0,25 hat und durch
den Punkt (3]14) geht:

9(3) =14

—0,25-34+c=14

—0,755+c=14
c=14,75

g(x) = —0,25z + 14,75

7.3.3 Beweise

In diesem Abschnitt sollen verschiedene Beweise fiir die Behauptung m' = _—T}@

vorgestellt werden. Der 1. Beweis benutzt den Hohensatz und der 2. Beweis be-
nutzt die trigonometrischen Funktionen.
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Beweis mit Hilfe des Hohensatzes

A
S f(z) =maz+b
Ys—
y N g(z) =dr+e
qrp
T
X

Abbildung 7.3: Die beiden Geraden
f(z) = ma +bund g(z) = dx + e ste-
hen senkrecht aufeinander und treffen
sich im Schnittpunkt S = (z]ys).

Aus Abb. ergibt sich die Berechnung der Steigung fiir die Funktion f:

h

Die Steigung fiir die Funktion g ist:
h h
d= — = —— (7.2)
P p
Diese beiden Gleichungen werden nun umgeformt und dann wird die Gleichung
[C1lin die Gleichung [7.2] eingesetzt:
Zur Erinnerung: laut Hohensatz gilt:

h* = pq (7.3)
bzw.: {
q
i 4
S (7.4
Aus GI[ZT] folgt:

h
m — i

q
L q
m  h

Nun soll die Steigung der Funktion g ausgerechnet werden:
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I
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7.3.4 Beweis mit Hilfe der trigonometrischen Funktionen

\ f(x)=mz+0b

e {

S
Yot

y 90

s g(z) = dv +e
Ts
X

Abbildung 7.4: Die beiden Geraden
f(z) = mz + b und g(x) = dx + e ste-
hen senkrecht aufeinander und treffen
sich im Schnittpunkt S = (z|ys).

Es gilt:
tan(a) = m
tan(f8) = d
180° — =9 = 180° — 90° — «

70
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7.4 Schnittpunkt zweier linearer Funktionen

Es gibt drei Moglichkeiten:

1.

Die Graphen der Funktionen sind identisch:
Dann gibt es unendlich viele Schnittpunkte, denn es gibt unendlich viele
Punkte, die die Graphen gemeinsam haben.

Wenn man die Funktionen gleichsetzt, erhélt man unendlich viele Losungen.

Die Steigungen und die y-Achsenabschnitte sind identisch.

. Die Graphen der Funktionen sind echt parallel:

Dann gibt es keine Schnittpunkte. Es gibt keinen Punkt, den die beiden
Graphen gemeinsam haben.

Wenn man die Funktionen gleichsetzt, erhilt man keine Losung.
Die Steigungen der Funktionen sind identisch, aber die y-Achsenabschnitte
unterscheiden sich.

Die Graphen der Funktionen schneiden sich in einem Punkt. Es gibt genau
einen Schnittpunkt. Es gibt also fiir x und y jeweils genau eine Zahl, die
die Funktionsgleichungen erfiillen.

Wenn man die Funktionen gleichsetzt, erhélt man genau eine Losung.

Die Steigungen sind unterschiedlich.

Beispiele:

1.

flz) = 3z+4
g(x) = 3x+4

Die Funktionen sind identisch. Es gibt unendlich viele Punkte, die sowohl
in f als auch in g sind.

flz) = 3z+4
g(x) = 3x+5

Die Steigungen sind identisch, die y-Achsenabschnitte sind unterschiedlich.
Die beiden Funktionen haben keinen Schnittpunkt.

flz) = 3z+4
g(x) = 2x+5

Der Punkt (1|7) ist in f(x) und in g(x) enthalten.
Die Steigungen sind unterschiedlich, also ist dies der einzige Punkt.
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7.5 Baukisten

7.5.1 Baukasten 1
Gegeben sind ein Punkt und die Steigung: z. B. : Py = (3|5) und m=2

Erstellen der Geraden:

fla) =2z +b
Es muss also im folgenden nur b bestimmt werden:
Dazu wird der Punkt eingesetzt:

=3
y=>5
5=2-3+0b
5=6+b
—1=0
Also lautet die Geradengleichung;:
flx)=2x—1

7.5.2 Baukasten 2

Gegeben sind zwei Punkte: P; = (3]|5) und Py = (6]14).
Schreiben Sie sich iiber die Koordinaten der Punkte jeweils x1, y1, 2, 4o

1. Bestimmung von m:

Ay _yp—yp _M-5_ 9
Az 19— 11 6-3 3
2. Bestimmung von b: (sieche Baukasten 1)

Sie miissen einen! beliebigen der beiden Punkte auswéhlen und einsetzen:
Hier Po:

r=206
=14

Die Gleichung wird dann nach b aufgelost:

f(6) =14
mx +b=14
3-6+b=14
18+b=14

b=—4
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f(x)=3x—4

7.6 Aufgabentypen

7.6.1 Bewegungsaufgaben

Beispiel: Willi ist 3m/s schnell. Er startet vom Beobachter 10m entfernt. Wo
befindet sich Willi zu welchen Zeitpunkten vom Beobachter?

Zeit / s | Entfernung zum Beobachter / m
0 10
1 13
2 16
3 19

fz) =3z +10

Die Geschwindigkeit ist die Steigung und der Vorsprung ist der y-Achsenabschnitt.

7.6.2 Tarifaufgaben

Beispiel:
Eine Mietautofirma berechnet 100 € Grundgebiihr und fiir jeden gefahrenen Ki-
lometer 0,20 €. Geben Sie eine Funktionsgleichung an.
Loésung:
f(z) = 0,2z + 100

f(z) gibt den Preis pro gefahrenen Kilometer (z) an.

Der Preis pro Kilometer ist dann die Steigung (0,2 € /km).
Die Grundgebiihr ist dann b, der y-Achsenabschnitt (100 €).

Dieser Aufgabentyp kommt auch vor bei: Speditionen, Taxiunternehmen, Han-
dytarifen oder Internettarifen.

7.6.3 Ungleichungen

Beispiel:
Eine Firma soll 13t Bauschutt wegtransportieren. Es stehen zwei LKW (-typen)
zur Verfiigung. Der kleinere LKW kann 3+t transportieren, der groflere 5t.
Geben Sie alle Einsatzmoglichkeiten der beiden LKW an.
Losung;:

x:  Anzahl der LKW-Fahrten des 3t.

y:  Anzahl der LKW-Fahrten des 5t.

1. Beispiele:
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e Der 3-Tonner fihrt 5 mal, der 5-Tonner keinmal: (z|y) = (5/0)
e Der 3-Tonner fihrt 3 mal, der 5-Tonner einmal: (z|y) = (3|1)
2. Erstellen einer Ungleichung:
3z:  Die Menge Bauschutt, die der 3t auf x Fahrten wegschafft.

5y:  Die Menge Bauschutt, die der 5t auf y Fahrten wegschafft.
2 und y miissen ganzzahlig sein.

Die Menge Bauschutt, die die beiden LKW wegschaffen betriagt dann:

Menge = 3z + 5y

Die beiden LKW miissen entweder genau 13t wegschaffen. Oder so oft fah-
ren, dass auf der Ladefliche mehr transportiert werden hitte konnen: Wenn
der 5t dreimal fiahrt, ist die Transportmoglichkeit 15t > 13 t.

mehr als 13t
3z + by > 13

diese Ungleichung formen wir nun nach y um:

3x 4+ by > 13
5y > 13 — 3z
y>§—§x
- 5 5

Also haben wir schlussendlich eine Ungleichung;:

N 13 Sx
=75 75
Wenn man einen x-Wert vorgibt, also vorgibt wie oft der 3-Tonner féhrt,
dann kann man angeben wie grof§ y mindestens sein muss. Also wie oft der

5-Tonner mindestens fahren muss.

Natiirlich kann man den 5t LKW auch 13 mal mit jeweils einer Tonne
fahren lassen. Aber wirklich sinnvoll wére das ja wohl nicht.

3. Interpretieren der Ungleichung:

(a) Entweder Erstellen einer Tabelle. Dabei geben wir x vor (die Anzahl
der Fahrten des 3 t-Lkw) und errechnen dann mit Hilfe der Ungleichung
wie oft der 5t-LKW fahren muss. Da es keine ,halben® Fahrten gibt,
muss entsprechend aufgerundet werden, um die Anzahl der Fahrten
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des 5 t-LKW zu ermitteln.:

0| 8

1 2 2
2 I 2
3 2 1
4 : 1
50 -04 |0

Die sinnvollen Einsatzmoglichkeiten sind:
(013), (1]2), (3[1), (5]0).

75

(b) Ablesen in einem Diagramm (siehe Abb.[[H): Aus dem Diagramm
lassen sich nun die moglichen sinnvollen Einsatzmoglichkeiten ablesen:

(013), (1[2), (3[1), (5]0).



KAPITEL 7. LINEARE FUNKTIONEN 76

AT T T

o | | | | \l/

0 1 2 3 4 5 6
X

Abbildung 7.5: Auf der x-Achse sind die Anzahl der Fahrten des 3t und auf der
y-Achse sind die Anzahl der Fahrten des 5t aufgetragen. Die markierten Punkte
sind (minimale = oberhalb und nahe des Graphen) mogliche Einsatzmdoglichkeiten.
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7.7 Tipps und Tricks

Oftmals steht man bei Textaufgaben vor dem Problem: Was soll ich hier machen?
Dazu gibts verschiedene Anmerkungen:

1. Grundsétzlich beeinhalten komplexere Textaufgaben oftmals folgende Teil-
aufgaben:
e Die Frage nach der Nullstelle, also fiir welches = gilt: y = 0.

— Wann ist ... nicht mehr vorhanden?
— Wann trifft ... auf den Boden auf?

Die Frage nach dem y-Achsenabschnitt.

— Wie (hoch) war ... zu Messbeginn?
— Wie hoch ist die (Treppe)?

Zu einem beliebigen y-Wert den x-Wert ausrechnen.

Zau einem beliebigen x-Wert den y-Wert ausrechnen.

Schnittpunkt berechnen:

— Ab wann ist ... (Tarifanbieter) giinstiger?
— Wann haben die beiden Laufer dieselbe Entfernung?

2. Um Funktionen aufzustellen, kann man in gréfiter Not auch nach der Anzahl
der gegebenen Zahlen vorgehen:
e m und b sind gegeben: 2 Zahlen (m, b).
e m und ein Punkt sind gegeben: 3 Zahlen (m, x1, y1).
e Zwei Punkte sind gegeben: 4 Zahlen (z1, y;,22, y2).

e Formulierungen wie: Dieselbe Hohe, zur selben Zeit ... geben jeweils
auch einen x-, bzw. y-Wert an.

e In Textaufgaben kann die Steigung oftmals daran erkannt werden, dass
die Einheit ein Bruch ist. (Geschwindigkeit: km/h, geférderte Menge
pro Zeit ...)

3. Wie bei allen Funktionen gilt zur Wahl der z und y Achsen:

e Das, was verandert wird, kommt auf die z-Achse.
e Das, was gemessen wird, kommt auf die y-Achse.

e Die Zeit kommt immer auf die z-Achse.
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7.8 Weiterfithrende Aufgaben

Aufgabe 7.1
Geben Sie eine Funktion g an, deren Graph immer um den festen Wert 1 iiber
dem Graphen von f liegt.
flz)=3x+5
(Losung siehe Seite [79]).

Aufgabe 7.2
Gegeben ist eine Funktion f mit f(z) = 2z — 3. Gesucht sind Funktionen, die f
an der Stelle x = 5 schneiden.

1. Bestimmen Sie mindestens drei verschiedene Funktionsgleichungen.

2. Bestimmen Sie die Gleichung der Funktion h, die f an der Stelle x = 5
senkrecht schneidet.

(Losung siehe Seite [79).
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7.9 Weiterfitlhrende Aufgaben — Losung

Zu Aufgabe: [T.1]

Gesucht ist eine neue Funktion g. Um eine Funktionsvorschrift aufzustellen, muss
man entweder

e die Steigung und einen Punkt kennen
e oder zwei Punkte kennen

Zuerst erstellen wir Beispiele:

v f(z) g(@)
05 5+1=6
18 8+1=9

In diesem Fall kennt man die Steigung der neuen Funktion sofort, denn sie soll
ja parallel sein zu f. also gilt:

glx) =3z +b
Aus obiger Wertetabelle ldsst sich b sofort ablesen:
g(x) =3z +6

Zu Aufgabe:
Gesucht ist eine Funktion, die f(z) an der Stelle x = 5 schneidet. Der y-Wert von
f an der Stelle x =5 ist: f(5) =2-5—-3=T.

Also muss auch gelten: g(5) = 7. Denn am Schnittpunkt sind die beiden Funk-
tionswerte (also die y-Werte) gleich grof3. Die Steigung von g ist beliebig, darf aber
natiirlich nicht 2 sein, denn sonst wéren f und g ja identisch.

1. Es gibt unendlich viele Losungen von Funktionen, die f(x) an der Stelle
x = 5 schneiden. Einige seien hier als Beispiele angegeben. Der untere
Index gibt jeweils die Steigung an. Beispiele:

g-1(x) = —x + 12
go(x) =17
gi(z) =242
g3(z) =3z — 8
ga(z) =4x — 13
gs(z) = bx — 18
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2. Die Steigung von h ist nicht beliebig, denn h(z) soll senkrecht zu f(z) im
Punkt (5]7) sein.

Fir h gilt:
h(z) =mz+b
1
m=—=
2

Die Steigung von h(z) ist gleich dem Kehrwert der Steigung von f(x)
b ergibt sich durch Einsetzen des Punktes: (5|7):

h(5) =17
! 5+b=7
5 -
19
)
1 1
hz) = —-x 19
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7.10 Ausgleichsgerade

Eine Ausgleichsgerade dient der Auswertung von Messungen:

1. Immer wenn eine Messungen durchgefiihrt wird, werden die Messpunkte
alle in ein Koordinatensystem (Diagramm) eingetragen.

2. Anschliefend werden mogliche Messfehler als solche gekennzeichnet.

3. Wenn ein linearer Zusammenhang vorliegt, wird dann eine Ausgleichsgerade
gezeichnet. Diese Ausgleichsgerade beriihrt keinen der Punkte.

Die Ausgleichsgerade ist ein wichtiges Instrument der Auswertung von Messda-
ten, weil Sie mit dem Auge sehr gut Messfehler erkennen kénnen. Auch die Aus-
gleichsgerade zeichnen Sie in der Regel ziemlich gut. So dass Sie einer computer-
gesteuerten Auswertung in der Regel kaum nachstehen.

Dariiberhinaus ist die Ausgleichsgerade interessant, wenn anfianglich ein qua-

dratischer Zusammenhang gemessen wurde, bzw. vermutet wurde. Dazu ein Bei-
spiel:
In unserem Beispiel betrachten wir den freien Fall, bei dem ein Ball ohne Luftrei-
bung fallt. Dies gilt fiir kleine Fallh6hen und damit kleine Geschwindigkeiten auch
auf der Erde. Beim freien Fall ergibt sich die Entfernung des Gegenstandes zum
Beobachter, der den Ball losgelassen hat, durch folgende Gleichung:

1
= —o¢?
Y 2%

g =9,81m/ s? ist die Beschleunigungskonstante der Erde. Wir koénnen also auch
schreiben: m
y =49t
S

Wenn Sie die gemessenen Werte gegen die Zeit (t) auftragen, erhalten Sie eine
Parabel.

Wenn Sie die gemessenen Werte gegen das Quadrat der Zeit (#?) auftragen, er-
halten Sie aber eine Gerade: x = t?

Der Ubersicht schreiben wir die Gleichung ohne Einheiten:

y=49t
y=49x

Wenn man also die gemessenen Zeitwerde alle quadratiert erhélt man eine Gera-
de. Das ist praktisch, weil Sie dann die Steigung mit dem Auge gut bestimmen
kénnen. Durch die Bestimmung dieser Gerade haben Sie dann auch den Vorfaktor
49 = %g bestimmt.

Wenn der quadratische Zusammenhang aber gar nicht gegeben ist, dann er-
halten Sie auch keine Gerade. D. h., wenn Sie eine Gerade erhalten, dann haben
Sie den quadratischen Zusammenhang durch Thre Messung auch , bewiesen®.
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7.10.1 Die Feder — Hook’sches Gesetz

1. Das Experiment:

(a) Aufbau:
Benotigte Teile: Stativ, Feder, Gewichte, Messlatte.

Bauen Sie ein Stativ auf und hingen Sie eine Feder daran.

(b) Messen Sie die Entfernung vom Aufhdngpunkt der Feder bis zum Ende
der Feder ohne ein Gewicht.

(c) Héangen Sie jetzt die verschiedenen Gewichte an die Feder und messen
Sie jeweils vom Aufhidngpunkt der Feder bis zum Ende der Feder.
Beachten Sie: Sie diirfen die Feder nicht {iberlasten!!!
Notieren Sie sich Thre Ergebnisse in einer Tabelle:

Gewicht / g (z) Auslenkung / cm (y)

0

2. Auswertung: Zeichnen Sie die Werte in ein Koordinatensystem. Sie vermu-
ten einen linearen Zusammenhang:

e Je mehr Gewicht, desto mehr Auslenkung.

e Der Zuwachs pro Gramm bleibt immer gleich.

3. Zeichnen Sie nun eine Ausgleichsgerade und bestimmen Sie die Steigung
und den y-Achsenabschnitt.
Schlieflen Sie eventuelle Messfehler aus.

4. Welche Bedeutung haben die Steigung und der y-Achsenabschnitt?

Beispielwerte fiir die Musterlsg.:
(018), (50[14), (100[19), (150|20), (200]23), (250[24)
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7.10.2 Die Feder — Hook’sches Gesetz — Losung

1. Das Experiment:

(a) Aufbau:
Benotigte Teile: Stativ, Feder, Gewichte, Messlatte.

Bauen Sie ein Stativ auf und hingen Sie eine Feder daran.

(b) Messen Sie die Entfernung vom Aufhdngpunkt der Feder bis zum Ende
der Feder ohne ein Gewicht.

(c) Héangen Sie jetzt die verschiedenen Gewichte an die Feder und messen
Sie jeweils vom Aufhidngpunkt der Feder bis zum Ende der Feder.
Beachten Sie: Sie diirfen die Feder nicht iiberlasten!!!

Notieren Sie sich Thre Ergebnisse in einer Tabelle:

Gewicht / g (z) Auslenkung / cm (y)
0 8

50 14

100 19

150 20

200 23

250 24

2. Auswertung: Zeichnen Sie die Werte in ein Koordinatensystem (siehe Abb. [Z.6]).
Sie vermuten einen linearen Zusammenhang:
e Je mehr Gewicht, desto mehr Auslenkung.

e Der Zuwachs pro Gramm bleibt immer gleich.

3. Zeichnen Sie nun eine Ausgleichsgerade und bestimmen Sie die Steigung
und den y-Achsenabschnitt durch ablesen bei der Ausgleichsgeraden im
Bild (siehe Abb. [T.7]).

SchlieBen Sie eventuelle Messfehler aus.
Der Messwert (100[19) wird als Messfehler identifiziert und bei der Aus-
gleichsgerade nicht beachtet. Siehe Abb. [L.7]

Das Steigungsdreieck ergibt abgelesen aus dem Bild:

Ay 18
2 2% 06
A T 300

Ausmessen ergibt: b = 9.8

g(z) = 0,06z + 9,8

4. Welche Bedeutung haben die Steigung und der y-Achsenabschnitt?
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Abbildung 7.6: Messung der Aus- Abbildung 7.7: Messung der Aus-
lenkung einer Feder. lenkung einer Feder. Der markier-
te Punkt ist wahrscheinlich ein
Messfehler.

e Der y-Achsenabschnitt gibt die Anfangsauslenkung ohne Gewicht an.

e Die Steigung gibt den Lingenzuwachs in cm pro weiterem Gramm
Gewicht an.

Beispielwerte fiir die Musterlsg.:
(018), (50[14), (100[19), (150|20), (200]23), (250|24)
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7.10.3 Wasserstrahl — waagerechter Wurf
1. Das Experiment:

(a) Benotigte Teile: Eimer, Wasserschlauch, Messlatte.
Halten Sie das Ende des Wasserschlauches waagerecht und erzeugen
Sie einen Wasserbogen.

(b) Vermessen Sie den Wasserbogen. Wéhlen Sie den Ursprung des Koor-
dinatensystems (0]0) auf dem Boden unterhalb des Schlauchendes.
Notieren Sie sich Thre Ergebnisse in einer Tabelle:

Entfernung, x in cm x? Hohe y in cm

0

2. Auswertung 1.Schritt: Zeichnen Sie die Werte in ein Koordinatensystem.
Sie vermuten einen quadratischen Zusammenhang.

3. Auswertung 2. Schritt: Erstellen Sie 22 und tragen Sie 2 gegen y auf:

4. Da x? — y einen linearen Zusammenhang ergibt, zeichnen Sie nun eine Aus-
gleichsgerade und bestimmen Sie die Steigung und den y-Achsenabschnitt.
Schliefen Sie eventuelle Messfehler aus.

5. Erstellen Sie die Originalfunktion:
y=ma’+b

m: Steigung der Ausgleichsgerade, b: y-Achsenabschnitt der Ausgleichsge-
rade.

6. Bestimmen Sie anschlieBend die Vertikalgeschwindigkeit des Wassers aus
den Funktionspunkten. Bedenken Sie, dass das Wasser nach unten mit

s(t) = 3gt* fillt. Mit der Formel kénnen Sie die Fallzeit bestimmen.

Beispielwerte fiir die Musterlsg.: (0[90), (20|82), (40[70), (60|35), (83|0).
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7.10.4 Wasserstrahl — waagerechter Wurf — Losung

1. Das Experiment:

(a) Benotigte Teile: Eimer, Wasserschlauch, Messlatte.
Halten Sie das Ende des Wasserschlauches waagerecht und erzeugen
Sie einen Wasserbogen.

(b) Vermessen Sie den Wasserbogen. Wéhlen Sie den Ursprung des Koor-
dinatensystems (0]0) auf dem Boden unterhalb des Schlauchendes.
Notieren Sie sich [hre Ergebnisse in einer Tabelle:

Entfernung, x in cm x? Hohe y in cm
0 0 90
20 400 82
40 1600 70
60 3600 35
83 6889 0
y - Hoeheincm y - Hoeheincm
100+ 100+
80+ 80+
+ +
60— 60+
40+ 40+
+ +
20—+ 20+
—t—+—+— Enit _ I I ——t )
0 20 40 60 80 100X~ EMHEMUNGINCM 5 5600 4000 6000 8000 X
Abbildung 7.8: Messung eines Abbildung 7.9: 2? — y. Wenn
Wasserstrahls. in Abb. [.8 ein quadratischer Zu-

sammenhang vorhanden ist, dann
entsteht hier eine Gerade.

2. Auswertung 1.Schritt: Zeichnen Sie die Werte in ein Koordinatensystem.
Sie vermuten einen quadratischen Zusammenhang.
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3. Auswertung 2. Schritt: Erstellen Sie 2 und tragen Sie 2 gegen y auf:

4. Da 2% — y einen linearen Zusammenhang ergibt, zeichnen Sie nun eine Aus-
gleichsgerade und bestimmen Sie die Steigung und den y-Achsenabschnitt.
Schlieflen Sie eventuelle Messfehler aus.

Siehe Abb.

5. Erstellen Sie die Originalfunktion:

y=ma®+b
m: Steigung der Ausgleichsgerade, b: y-Achsenabschnitt der Ausgleichsge-
rade.
100+

80

o
T

y - Hoeheincm
&

20+

0O 2000 4000 6000 8000
X

Abbildung 7.10: Die Ausgleichs-
gerade.

Ausmessen ergibt: b = 90.
Ay -90
M= Re T oaoo Y
g(x) = —0,014z + 90
y = —0,0142% + 90
6. Bestimmen Sie anschliefend die Vertikalgeschwindigkeit des Wassers aus

den Funktionspunkten. Bedenken Sie, dass das Wasser nach unten mit

s(t) = 3et? fallt. Mit der Formel konnen Sie die Fallzeit bestimmen.



KAPITEL 7. LINEARE FUNKTIONEN 38

Zuerst wird die Nullstelle berechnet:

—0,01422+90 = 0

—0,0142> = —90
> = 6428,6
r = +80,17

Nach 80,17 ¢m trifft der Wasserstrahl auf den Boden auf. Wir berechnen nun
im folgenden, wieviel Zeit ein Wassertropfen benotigt um 90 cm zu fallen:

1
09m = —gt’
;9m 58
0.9 L ogg1 ™y
m = —- —
) 2 bl S2
0,183s* = ¢
+0,43s = ¢

Ein Wassertropfen benétigt 0,43 s um 90 cm zu fallen.

Das heifit aber auch, dass der Wassertropfen bis zum Auftreffen auf den
Boden 0,43 s in horizontaler Richtung fliegt.

Uhor =

Die Geschwindigkeit in horizontaler Richtung betrégt 186 <*

Beispielwerte fiir die Musterlsg.: (0[90), (20|82), (40[70), (60|35), (83|0).
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7.11 Ubungen

Aufgabe 7.3
Willi rennt mit 1,5 m/s. Er erhélt 2m Vorsprung. Fiillen Sie die Tabelle aus und
bestimmen Sie eine Funktionsgleichung.

Zeit | Entfernung vom Nullpunkt

Os

1s

28
3s
4

5s

X
(Losung siehe Seite [02)).

Aufgabe 7.4
Bestimmen Sie anhand der Wertetabelle die Funktionsgleichung der Geraden

=W N = O

5|13
(Losung siehe Seite [02).

Aufgabe 7.5

Gegeben sind die beiden Punkte: Py (3]|4) und Py (5/8) bestimmen Sie die lineare
Funktion durch diese beiden Punkte.

(Losung siche Seite 02]).

Aufgabe 7.6

Gegeben sind die beiden Punkte: Py (-4]5) und Py (-1|-1) bestimmen Sie die
lineare Funktion durch diese beiden Punkte.

(Losung siehe Seite [@3]).
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Aufgabe 7.7
Bestimmen Sie die Funktionsvorschrift:

e Y

(. R

(Losung siehe Seite [04]).

Aufgabe 7.8
Bestimmen Sie die Funktionsvorschrift:

A
4

w

N

-

(Losung siehe Seite [03]).

90
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Aufgabe 7.9
Bestimmen Sie die Funktionsvorschrift:

y

7

0 o AN OIN A OO @

(Losung siehe Seite O6)).

91



KAPITEL 7. LINEARE FUNKTIONEN 92

7.12 Losungen zu den Aufgaben

Zu Aufgabe:

Zeit | Entfernung vom Nullpunkt

Os 2m

1s 3,5m

2s dm

3s 6,5m

4s 8m

53 9,5m

X 1.5x 4+ 2

Zu Aufgabe: [T.4
Wenn Sie in zwei (3 —5) Schritten 6 (13 - 7) Schritte nach oben gehen, dann

1

gehen Sie in einem Schritt % = 3 Schritte nach oben. Dann ist m = 3 und Sie
kénnen die Tabelle ausfiillen:

3

-2 =(1-3)

1 (=4-3)

4 (=7-3)

7

10 (=7+3)

Q| W N (= O

13

Aus der Tabelle konnen Sie ablesen: m = 3, b = -2

flz)=3x—2

Zu Aufgabe:

1. Bestimmung der Steigung:

Ay
Az

2. Bestimmen von b:

_Y2—n 78—472
To—x1 H—3
f(5)=8

m-5+b=38

2:-5+b=28
10+b6=8

= -2
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3. Funktion:
flz)=2x—2
Zu Aufgabe:
1. Bestimmung der Steigung:
m— 2
Az
_Y%2—Hn
To — X1
(=1)—5
(=1) = (—4)
6
(=1)+4
m = —2
2. Bestimmen von b:
f(—4)=5
m-(—4)+b=5
—2-(=4)+b=5
8+b=5
b= -3

3. Funktion:

93
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Zu Aufgabe: [7.7]
Bestimmen Sie die Funktionsvorschrift:

flz)=3x+5

Sie konnen vier Punkte genau ablesen: Py, = (=3|—4), Py = (—1|2), P3 = (1/8),
Welche zwei Punkte Sie nehmen ist egal. In dieser Musterlsg. seien beispielhaft
die beiden Punkte P; und P4 vorgerechnet.

1. Bestimmung der Steigung:

_ Ay

Az

_Ya—

B Ty — X7
14 — (—4)

- 3-(-3)

m
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2. Bestimmen von b:

£3) =14
m-3+0b=14
3:3+b=14
9+b=14
h—
3. Funktion:
flz)=3x+5
Zu Aufgabe: [T.8
Y
3
2
1
0
4 3 -2 1,0 1 2 3 4 X
-2
-3
-4

Immer wenn Sie eins nach rechts gehen, fillt die Funktion um eins. Also ist
die Steigung: m = —1. Dariiberhinaus geht Sie durch den Punkt (3|0). Also ist
der y-Achsenabschnit: b = 3.

flz)=—x+3

Alternativ kénnen Sie auch zwei beliebige Punkte genau ablesen wie z. B.
P; = (—1|4) und Py = (3|0) und dann die Funktion bestimmen.
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Zu Aufgabe:

<

0 o AN OIN B OO ©

In dieser Graphik kénnen Sie zwei Punkte genau ablesen: P; = (-4|0) und
P, = (6]3).

1. Die Steigung bestimmen:

Ay
"= Az
Y2
_I'Q—Il
. 3-0
- 6—(—4)
3
10
=0,3

2. Den y-Achsenabschnitt bestimmen:

£(6) =3
m-6+0=3
0,3-6+b=3
18+b=3
b=12

3. Die Funktion:
f(x) =03z +12

96
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7.13 Arbeitsbliatter

97
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7.13.1 Taxiunternehmen

1. Ein Taxiunternehmen A hat als Grundgebiihr 5 Euro und der Kunde muss
fiir jeden gefahrenen Kilometer 20 Cent bezahlen.

(a) Wie hoch ist der Preis fiir eine 10 km lange Fahrt?
(b) Stellen Sie eine Funktion auf (gefahrene Kilometer - Preis).
2. Ein Taxiunternehmen B hat als Grundgebiihr 5,60 Euro und der Kunde
muf fiir jeden gefahrenen Kilometer 10 Cent bezahlen.
(a) Wie hoch ist der Preis fiir eine 10 km lange Fahrt?
(b) Stellen Sie eine Funktion auf (gefahrene Kilometer - Preis).

3. Geben Sie eine Entscheidungshilfe, welches Taxiunternehmen zu wéhlen ist,
in Abhéngigkeit von den zu fahrenden Kilometern.

4. Das Taxiunternehmen A mochte seinen Tarif dndern. Die Grundgebiihr soll
so bleiben: 5 Furo. Aber der Preis fiir die gefahrenen Kilometer soll sich
dandern. Dabei soll der Kunde fiir eine 30 km lange Fahrt nur 14 Euro zahlen.
Wie grofl mufl der Kilometerpreis sein?

5. Das Taxiunternehmen B mochte seinen Tarif &ndern. Der Preis fiir die ge-
fahrenen Kilometer soll sich nicht &ndern. Die Grundgebiihr soll angepasst
werden. Der Kunde soll fiir eine 30 km lange Fahrt nur 14 Euro zahlen.
Wie hoch ist die Grundgebiihr jetzt?
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7.13.2 Taxiunternehmen — Losung
1. Taxiunternehmen A:
(a) Eine 10 km lange Fahrt kostet 7 Euro.
(b) f(x) = 0.20+5
2. Taxiunternehmen B:
(a) Eine 10km lange Fahrt kostet 6,60 Euro.
(b) f(z) = 0,1z + 5,60

3. Bei einer kurzen Fahrt ist aufgrund der geringeren Grundgebiihr Taxiun-
ternehmen A giinstiger.
Bei einer langen Fahrt ist aufgrund des geringeren Kilometerpreises Taxi-
unternehmen B giinstiger.
Wann kosten beide gleichviel?

0,22 +5= 0,1z + 5,60

0,1z +5 = 5,60
0,1z = 0,60
r=206

Bei einer 6km langen Fahrt ist es egal, welches Taxiunternehmen man
wahlt. Bei einer kiirzeren Fahrt wahlt man A, bei einer ldngeren Fahrt
wéhlt man B.

4. Die Steigung (der Kilometerpreis) ist gesucht. Die Grundgebiihr (b) bleibt
erhalten.

F(30)=m-30+5

14=m-30+5
9=m-30
0,3=m
flz)=03z+5

5. Die Steigung (der Kilometerpreis) ist gegeben. Die Grundgebiihr ist gesucht.
f(30)=0,1-30+b
14=0,1-30+0
14=3+0b
11=b

f(z) =01z + 11
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7.13.3 Die Badewanne

Sie haben folgende Angaben zu einer Badewannensession:

6.

1.
2.
3.
4.

d.

Am Anfang enthilt die Badewanne kein Wasser.
In den folgenden 3 Minuten steigt der Wasserspiegel um 6 cm.
Fiir die néchsten 10 Minuten wird der Zulauf verdoppelt.

Fiir die darauffolgenden 5 Minuten wird der Zulauf so einge-
stellt, dass pro Minute der Wasserspiegel um 3 cm steigt.

Dann wird 10 Minuten lang gebadet.

Nach dem Baden wird das Wasser mit 5 cm/min abgelassen.

Bearbeiten Sie bitte folgende Aufgaben:

1. Zeichnen Sie den Graphen.

2. Wann ist die Badewanne wieder leer?

3. Welche Wasserhohe hat die Badewanne beim Baden?

4. Geben Sie alle Zeitpunkte an, wann die Wasserhche 25 cm entspricht.

100
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70

65

60

95

20
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40

30

25

20

15

10

Abbildung 7.11: Zu Aufgabe Auf der x-Achse ist die Zeit einzutragen in
Minuten und auf der y-Achse die Wasserstandshohe der Badewanne in Zentimeter.
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7.13.4 Die Badewanne — Losung

In dieser Aufgabe sollen Sie aus den Angaben einen Badewannenwasserstands-
graphen erstellen.

1. (a)
(b)

Am Anfang enthélt die Badewanne kein Wasser.
Der Graph beginnt also im Ursprung (0]0).

In den folgenden 3 Minuten steigt der Wasserspiegel um 6 cm.
Die Steigung ist 2 cm/min. Der Wasserspiegel steigt um 2 cm pro Mi-
nute.

Der Endpunkt dieses Abschnittes ist: (3|6).
Die lineare Funktion fiir diesen Abschnitt wird beschrieben durch:

f(x) =2z

Fiir die néchsten 10 Minuten wird der Zulauf verdoppelt.
Die Steigung ist 4 cm/min. Wenn 10 Minuten lang 4 cm/min Wasser
einflieffit, dann erhoht sich der Wasserstand um 40cm.

Der Endpunkt dieses Abschnittes ist: (13]46).

Die lineare Funktion fiir diesen Abschnitt wird beschrieben durch:

g(x) =4x+b

Sie kennen zwei Punkte dieses Graphen: (3|6) und (13]46):

9(3) =6
4-3+0=6
124+0=6

b=—6
g(x) =42 —6

Fiir die darauffolgenden 5 Minuten wird der Zulauf so eingestellt, dass
pro Minute der Wasserspiegel um 3 cm steigt.

Der Wasserstand hat sich nach den 5 Minuten noch einmal um 15cm
erhoht.

Der Endpunkt dieses Abschnittes ist: (18]61).
Die lineare Funktion fiir diesen Abschnitt wird beschrieben durch:

h(zx) =3z +b
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Sie kennen zwei Punkte des Graphen: (13|46) und (18/61).

h(13) = 46
3-134+b=46
39+ b =46
b="17
h(z)=3z+7

(e) Dann wird 10 Minuten lang gebadet.
Die Wasserstandshohe andert sich nicht.

Der Endpunkt dieses Abschnittes ist: (28|61).

(f) Nach dem Baden wird das Wasser abgelassen mit einem Ablauf von
5cm pro Minute.
Die Steigung ist negativ und betriagt somit -5 cm/min.

Die lineare Funktion fiir diesen Abschnitt wird beschrieben durch:
k(x) = =bz +b

Sie kennen einen Punkt des Graphen: (28|61).

k(x) = —=bz +b
k(28) = 61
—5-28+b=61
—140 4+ b =61
b= 201

k(z) = —52 + 201

2. Wann ist die Badewanne wieder leer?
Nach % = 40,2 Minuten.

3. Welche Wasserhohe hat die Badewanne beim Baden?
61 cm.
4. Geben Sie alle Zeitpunkte an, wann die Wasserhche 25 cm entspricht.

Aus der Graphik sehen Sie, dass es zwei Zeitpunkte gibt an denen die Was-
serhohe von 25 cm angenommen wird.

Sie miissen die beiden Funktionen g(x) und k(x) untersuchen.
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(a) Aufsteigend: g(x):

g(x) =25

dr — 6 =25

dr = 31
x="775

Das erste Mal wird der Wasserstand nach 7 Minuten und 45 Sekunden
erreicht.

(b) Absteigend: k(x):

k(x) =25
—bx + 201 =25
—bxr = —176
r = 35,2

Das zweite Mal wird der Wasserstand nach 35 Minuten und 12 Sekun-
den erreicht.
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Abbildung 7.12: Zu Aufgabe Auf der x-Achse ist die Zeit einzutragen in
Minuten und auf der y-Achse die Wasserstandshohe der Badewanne in Zentimeter.
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7.13.5 Die Rodelbahn

In Huselshausen soll eine Rodelbahn gebaut werden. Die Bahn soll bei einem Cafe
beginnen und dann iiber zwei Hiigel verlaufen. Bei dem Cafe wird ein Startturm
gebaut. Der 1. Hiigel ist 12m hoch und 15m vom Cafe entfernt. Der 2. ist 8 m
hoch und 20 m vom Cafe entfernt.

J C

12m hoch 8m hoch
om 15m 20m

Abbildung 7.13: Die Hiigel und das Cafe.

Turm

Cafe

1. Der 1. Plan: Die Schrige liegt auf beiden Hiigeln auf.

(a) Bestimmen Sie die Funktion: f(x) = ma +b.

(b) Wie hoch muss der Turm am Cafe gebaut werden?

(c) Wie weit muss man vom Ende der Rodelbahn bis zum Cafe gehen?

2. Der 1. Plan wird verworfen. Die Rodelbahn soll jetzt nach anderen Kriterien

gebaut werden: Die Bahn soll auf dem 1. Hiigel liegen und eine 5 % Steigung
haben (m = -0,05).

(a) Wie lautet die Funktionsgleichung nun?

(b) Wie hoch muss der Turm dann sein?

(¢) Wie muss man den 2. Hiigel verdndern, damit die Bahn auf ihm abge-
stiitzt werden kann?

(d) Die Rodelaufsicht besteht darauf, dass die Teile der Bahn, die mehr
als 4m iiber dem Boden sind mit einem Netz gesichert werden.
Geben Sie an, wo dieses Netz angebracht werden muss.

3. Da die néchstgelegene Ortschaft ihr Freizeitangebot verbessert hat, muss
noch eine Attraktion geschaffen werden: Die Skibahn.
Dazu wird der Turm auf 20m erhoht. Die Skibahn soll eine Steigung von
10% (m = -0,1) haben und seitlich der Rodelbahn verlaufen.
(a) Stellen Sie eine Funktion auf fiir die Skibahn.
(b) Wo endet die Skibahn?

(¢c) Zur besseren Stabilitét der beiden Bahnen sollen die beiden Schriagen
verbunden werden.

Wo wird die Rodelbahn mit der Skibahn verbunden?
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7.13.6 Die Rodelbahn — Lésung
1. Der 1. Plan: Die Schrige liegt auf beiden Hiigeln auf.

(a) Bestimmen Sie die Funktion
flz)=mz+b
Gegeben sind zwei Punkte: P; = (15/12) und Py = (20]8):

flz) = —0,8z+24

(b) Wie hoch muss der Turm am Cafe gebaut werden?
Da sich der Turm im Nullpunkt befindet, entspricht er dem y-Achsenabschnitt.
Somit muss er 24 Meter hoch sein.

(c) Wie weit muss man vom Ende der Rodelbahn bis zum Cafe gehen?
Gesucht ist die Nullstelle.

—08x+24=0
24 = 0,8z
30==x

Die Rodelbahn endet 30 Meter vom Cafe entfernt.

2. Der 1. Plan wird verworfen. Die Rodelbahn jetzt nach anderen Kriterien
gebaut werden. Die Bahn soll auf dem 1. Hiigel liegen und eine 5 % Steigung
haben (m = -0,05).

(a) Wie lautet die Funktionsgleichung nun? Gegeben ist ein Punkt: P; = (15/12)
und die Steigung: m = —0,05

g(z) = —0,052 + 12,75

(b) Wie hoch muss der Turm dann sein?
Der Turm muf} 12,75 m hoch sein.

(¢) Wie muss man den 2. Hiigel verdndern, damit die Bahn auf ihm abge-
stiitzt werden kann?

9(20) = —0,05- 20 + 12,75 = 11,75

Der 2. Hiigel mufl um 3,75 m erhéht werden.

(d) Die Rodelaufsicht besteht darauf, dass die Teile der Bahn, die mehr
als 4m iiber dem Boden sind mit einem Netz gesichert werden.
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Geben Sie an, wo dieses Netz angebracht werden muss.
Gegeben ist ein y-Wert, gesucht ist ein x-Wert:

—0,05z 4+ 12,75 =4
12,75 =4+ 0,05z
8,75 = 0,05x
175 =2

Vom Cafe aus gesehen miissen die ersten 175 Meter gesichert werden.

3. Da die néchstgelegene Ortschaft ihr Freizeitangebot verbessert hat, muss
noch eine Attraktion geschaffen werden: Die Skibahn.

Dazu wird der Turm auf 20 m erhoht. Die Skibahn soll eine Steigung von
10% (m = -0,1) haben und seitlich der Rodelbahn verlaufen.

(a) Stellen Sie eine Funktion auf fiir die Skibahn.
h(z) = —0,1z + 20

(b) Wo endet die Skibahn?

0,1z +20=0
20 = 0,1z
200 =x

Die Skibahn endet nach 200 m.

(¢) Zur besseren Stabilitdt der beiden Bahnen sollen die beiden Schréigen
verbunden werden.
Wo wird die Rodelbahn mit der Skibahn verbunden?

Wann schneiden sich die beiden Graphen?

—0,1z + 20 = —0,05z + 12,75
20 = 0,05z + 12,75
7,25 = 0,05z
145 ==z

Nach 145 m beriihren sich die beiden Bahnen in 5,5 m Héhe und kénnen
miteinander verdrahtet werden.



KAPITEL 7. LINEARE FUNKTIONEN 109

7.13.7 Der Fallschirmsprung

Ein Fallschirmspringer hiipft aus dem Flugzeug und hat nach kurzer Zeit eine
konstante Geschwindigkeit. Von unten ergibt eine Messung, dass nach 10 Sekun-
den der Springer eine Hohe von 3740 Metern hat. Nach 30 Sekunden hat der
Springer eine Hohe von 2620 Metern.

1. Bestimmen Sie eine lineare Funktion, die die Hohe des Fallschirmspringers
zu einer Fallzeit angibt.
Benennen Sie dariiber hinaus, wofiir z und y stehen.

2. Benennen Sie die Absprunghdhe.

3. In 1500 m Hohe soll die Fallschirmleine gezogen werden. Bestimmen Sie, wie
lange der freie Fall gedauert hat.

4. Bestimmen Sie, wie lange der Fall dauert, wenn der Fallschirm des Springers
nicht 6ffnet.

5. Benennen Sie, wie lange der Springer iiber eine anderweitige Losung nach-
denken kann, wenn er merkt, dass der Schirm sich in 1500 m Hc6he nicht
offnet.

6. Ein anderer Springer springt 10 Sekunden spéter aus der selben Hohe ab.
Er fallt mit 80 m/s. Wann tiberholt der zweite Springer den ersten?
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7.13.8 Der Fallschirmsprung — Losung

Ein Fallschirmspringer hiipft aus dem Flugzeug und hat nach kurzer Zeit eine
konstante Geschwindigkeit. Von unten ergibt eine Messung, dass nach 10 Sekun-
den der Springer eine Hohe von 3740 Metern hat. Nach 30 Sekunden hat der
Springer eine Hohe von 2620 Metern.

1. Bestimmen Sie eine lineare Funktion, die die Hohe des Fallschirmspringers
zu einer Fallzeit angibt.
Benennen Sie dariiber hinaus, wofiir  und y stehen.

Ay 2620 - 3740

m=RAeT 30-10 0
£(10) = 3740
—56-10 + b = 3740
—560 + b = 3740
b = 4300

y = —bbx + 4300
x gibt die Zeit in Sekunden nach dem Absprung an.
y gibt die Hohe iiber dem Erdboden an in m.
2. Benennen Sie die Absprunghohe.
Die Absprunghéhe ist bei f(0). Also betriagt die Absprunghohe 4300 m.

3. In 1500 m Hohe soll die Fallschirmleine gezogen werden. Bestimmen Sie, wie
lange der freie Fall gedauert hat.

—56z + 4300 = 1500
4300 = 1500 + 56
2800 = 56x
50 =x

Der freie Fall vom Flugzeug bis in 1500 m Héhe dauert 50 Sekunden.

4. Bestimmen Sie, wie lange der Fall dauert, wenn der Fallschirm des Springers
nicht 6ffnet.

—56x + 4300 = 0
4300 = 56x
76,8 =«

Der freie Fall bis zum Aufschlag dauert ca. 77 Sekunden.
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5. Benennen Sie, wie lange der Springer iiber eine anderweitige Losung nach-
denken kann, wenn er merkt, dass der Schirm sich in 1500 m Ho6he nicht
offnet.

Der Springer hat ca. 77 — 50 = 27 Sekunden Zeit.
Andere Losung: Der Springer fallt 56 m /s:

56 -t = 1500
t~ 27

t ist die gesuchte Zeitdauer fiir den Flug zwischen 1500 Meter Hohe und
dem Erdboden.

6. Ein anderer Springer springt 10 Sekunden spéter aus der selben Hohe ab.
Er fallt mit 80 m/s. Wann iiberholt der zweite Springer den ersten?

x: Die Zeit in Sekunden nach Absprung des 1. Springers
f(x): Die Hohe des 1. Springers
g(x): Die Hohe des 2. Springers

f(x) = =562 + 4300

Der 2. Springer hat eine Fallgeschwindigkeit von 80m/s. Die Steigung be-
tragt somit: m, = —80m/s

Er startet 10 Sekunden spéter in derselben Hohe: (10|4300).
—80 - 10 + b, = 4300

—800 + b, = 4300
b, = 5100

g(z) = =80z + 5100
Der 2. Springer iiberholt den 1.:

—80x + 5100 = —562 + 4300
5100 = 24x + 4300
800 = 24x
B~

Der 2. Springer iiberholt den 1. nach ca. 33 Sekunden. Also noch vor dem
notwendigen Ziehen der Reif3leine.
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7.13.9 Multiple Choice - Funktionen erkennen
Kreuzen Sie an, welche Funktion abgebildet ist:

1.

y
O flx)=xz+5
T« O f(z)=—-xz+5
O f(x)=x-5
O f(x)=—x-5
2.
y
O flx)=xz+5
~ X O flz)=-z+5
O f(z)=x-5
/ O f(zx)=—-x-5
3.
y
\: O fx)=xz+5
— < O f(z)=—-x+5
O f(x)=x-5
O f(r)=—-x-5
4.
y
i/ O f(x)=xz+5
—x O f(x)=—-x+5
O f(z)=x-5
g f(zx)=-x-5
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7.13.10 Multiple Choice - Funktionen erkennen — Losung

Kreuzen Sie an, welche Funktion abgebildet ist:

1. Zu Aufgabe (Il
y

2. Zu Aufgabe
y

e

3. Zu Aufgabe
y
\
_;

4. 7Zu Aufgabe M
y

e
.

X

X

Im Graph: Die Steigung ist negativ, b ist negativ.
fz)=2+5 Inf m und b sind positiv
flz)=—x + 5 In f: b ist positiv

flz)=xz— In f: Die Steigung ist positiv
flz) =—x— 5 In f: m und b sind negativ

XODOO

Im Graph: Die Steigung ist positiv, b ist negativ.
O f(z)=x+5 Inf bist positiv
O flx)=—x + 5 In f: b ist positiv
X f(x) = In f: Die Steigung ist positiv, b < 0
O f(x)=—-x— 5 In f: Die Steigung ist negativ

Im Graph: Die Steigung ist negativ, b ist positiv.
flx)=z+5 In f: Die Steigung ist positiv
flz)=—x + 5 In f: m ist negativ, b ist positiv
flz)=z— In f: Die Steigung ist positiv, b < 0
flz)=—x— 5 In f: b ist negativ

O0XDO

Im Graph: Die Steigung ist positiv, b ist positiv.

X f(r)=x+5 Infim und b sind positiv
f(x) ==z +5 In f: Die Steigung ist negativ
flxy=2z—-5 Infib<0
f(z) = —x—5 Inf m und b sind negativ

Ooood
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7.13.11 Multiple Choice - Funktionen erkennen
Kreuzen Sie an, welche Funktion abgebildet ist:

1.

y
O f(z)=2x+5
7——» O f(x)=—-x+5
i O f(x)=2x-5
O f(x)=2x+0
2.
y
O f(z)=3x+5
—jx O flz)=-z+5
O f(z)=-2x-5
O f(x)=2x—-10
3.
O f(x)=3x+5
O f(z)=—-x+5
O f(z)=5x—25
O f(z)=2x+5
4.
154 v
107 O flx)=2x+5
B B E— O flx)=—-xz+5
O f(z)=5
_2}__'1_31234 X O f(x)=5x+5
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7.13.12 Multiple Choice - Funktionen erkennen — Losung
1. Zu Aufgabe [l

' Im Graph: Die Steigung ist positiv, b ist positiv.
X f(x)=2x+4+5 Inf m und b sind positiv
O f(z)=—x+5 Inf Die Steigung ist negativ
/ * O f(x)=2x—5 Inf Der y-Achsenabschnitt ist negativ
O f(x)=2x+0 Inf f(z)geht durch den Nullpunkt

2. Zu Aufgabe

' Im Graph: Die Steigung ist negativ, b ist positiv.
O f(r)=3x+5 Inf Die Steigung ist positiv
X f(r)=—x+5 Inf: Die Steigung ist negativ, b ist positiv.
X O f(x)=—2x—5 In f Der y-Achsenabschnitt ist negativ
O f(x)=2x—10 In f: Die Steigung ist positiv

3. Zu Aufgabe
:15:*‘.'3[."1“:
A Im Graph: Die Steigung ist positiv, b ist
positiv, f(2) < 10
s (x)=3z+5 Inf: f(2)>10
4 S O f(zr)=—-x+5 Inf: Die Steigung ist negativ
()
(x) =

1w

——++++« O f(z)=5x—25 Inf Der y-Achsenabschnitt ist negativ
21p1234 B flr)=20+5 Inf f(2)<10

4. Zu Aufgabe [

15+ v
10+ Im Graph: Die Steigung ist null, b ist positiv.
_y O f(z)=2x+5 Inf Die Steigung ist ungleich null
O f(z)=—x+5 Inf Die Steigung ist ungleich null
HTt+tt . X f(z) = In f: Die Steigung ist null, b ist positiv.
-2-1p1234 O f(z)=5x+5 Inf: Die Steigung ist ungleich null
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7.13.13 Benzin - Diesel

Beim Kauf eines Autos steht man vor der Frage, ob sich der Kauf eines teureren
Diesels lohnt.

Ein Golf (75kW) verbraucht ca. 7,7 Liter Benzin pro 100 km. Das entspre-
chende Dieselfahrzeug (77kW) verbraucht 5,8 Liter Diesel pro 100 km.

Die Steuern betragen beim Benziner ca. 100 Euro (1,61, Euro 3). Die Steuern
betragen beim Dieselfahrzeug ca. 250 Euro (1,61, Euro 3).

e Benzin kostet April 2007 ca. 1,35 Euro pro Liter.

e Diesel kostet April 2007 ca. 1,10 Euro pro Liter.

1. Bestimmen Sie die Kosten pro Jahr fiir beide Autos, wenn Sie jeweils
10.000 km pro Jahr fahren.

2. Stellen Sie fiir beide Autos die Kostenfunktion auf:

gefahrene Kilometer im Jahr —— Kosten in Euro

3. Entscheiden Sie, ab welcher Kilometerzahl das Dieselauto giinstiger ist.

4. Erfahrungsgemaf3 kostet ein Dieselfahrzeug 2000 Euro mehr als ein entspre-
chendes Benzinauto. Angenommen, Sie behalten das Auto 8 Jahre. Ent-
scheiden Sie, ab welcher jéhrlichen Kilometerzahl das Dieselauto billiger
ist.
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7.13.14 Benzin - Diesel — Losung

Beim Kauf eines Autos steht man vor der Frage, ob sich der Kauf eines teureren
Diesels lohnt.

Ein Golf (75kW) verbraucht ca. 7,7 Liter Benzin pro 100 km. Das entspre-
chende Dieselfahrzeug (77kW) verbraucht 5,8 Liter Diesel pro 100 km.

Die Steuern betragen beim Benziner ca. 100 Euro (1,61, Euro 3). Die Steuern
betragen beim Dieselfahrzeug ca. 250 Euro (1,61, Euro 3).

e Benzin kostet April 2007 ca. 1,35 Euro pro Liter.

e Diesel kostet April 2007 ca. 1,10 Euro pro Liter.

1. Bestimmen Sie die Kosten pro Jahr fiir beide Autos, wenn Sie jeweils
10.000 km pro Jahr fahren.

e Das Benzinauto:
Sie zahlen 100 Euro pro Jahr an Steuern.
Das Auto verbraucht 7,7 Liter Benzin pro 100 km.
Das Auto verbraucht 0,077 Liter Benzin pro km.
Jeder Kilomter kostet:
1

— .135==0.1 -
0,077 35 15 0,10395 -

Bei 10.000 km kostet das Benzinauto:

100€ 4 0,10395 kﬁ -10.000km = 1139,5€
m

e Das Dieselauto:
Sie zahlen 250 Euro pro Jahr an Steuern.
Das Auto verbraucht 5,8 Liter Diesel pro 100 km.
Das Auto verbraucht 0,058 Liter Diesel pro km.
Jeder Kilomter kostet:

| € €
1102 = —
0,058 o b 0 ] 0,0638 o
Bei 10.000 km kostet das Dieselauto:
250 € + 0,0638 kﬁ -10.000 km = 888 Euro
m

Bei 10.000 km Fahrleistung im Jahr sparen Sie bei dem Dieselauto ca. 250
Euro.
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2. Stellen Sie fiir beide Autos die Kostenfunktion auf:

gefahrene Kilometer im Jahr —— Kosten in Euro

Die Kosten sind die fixen Kosten (Steuern) und die Treibstoffkosten.

Die Steuern bleiben konstant und dndern sich nicht. Egal wie viele Kilome-
ter gefahren werden.

Die Treibstoffkosten sind die Kosten pro Kilometer. Dies entspricht der
Steigung der gesuchten Funktion.

x: gefahrene Kilometer
y:  Kosten in Euro

e Das Benzinauto:

€
Kp(x) =0,10395 —x 4+ 100 €
km

e Das Dieselauto:

€
Kp(z) =0,0638 —z + 250 €
km

3. Entscheiden Sie, ab welcher Kilometerzahl das Dieselauto giinstiger ist.

Gesucht ist der Schnittpunkt der beiden Kostenfunktionen:
K B (.T) = K D(ZL’)

0,10395 ELE +100€ = 0,0638 Eaz +250€
km km

€ €
0,10395 —z = 0,0638 —x + 150 €
km km

0,04015Ex = 150€
km

r = 3736km

Wenn man mehr als 3736 Kilometer im Jahr fahrt, dann lohnt sich das
Dieselauto.

4. Erfahrungsgemaf kostet ein Dieselfahrzeug 2000 Euro mehr als ein entspre-
chendes Benzinauto. Angenommen, Sie behalten das Auto 8 Jahre. Ent-
scheiden Sie, ab welcher jéhrlichen Kilometerzahl das Dieselauto billiger
ist?

Durch die Mehrkosten des Dieselautos erhohen sich die Kosten des Diesel-
autos jedes Jahr um 250 Euro. Dies sind fixe Kosten, die immer anfallen,
selbst wenn Sie das Auto stehen lassen.

E
Kb romplett = 0,0638 k““’

z + 500 Euro
m
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KB('T) = KD—komplett

€
0,10395 kgx +100€ = 0,0638 [~ +500€

m m
0,10395 Ex = 0,0638 Ea: +400€
km km
0,04015 Ew = 400€
km
r = 9963 km

In diesem Beispiel lohnt sich das Dieselfahrzeug schon ab ca. 10.000 Kilo-
meter pro Jahr.
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7.13.15 Sandhaufen

Ein Férderband beférdert gleichmiiBig 0,2 m?® Sand pro Minute auf einen Haufen.
Der Haufen ist kegelférmig mit gleichbleibendem Radius. Der Radius des Kegels
soll immer 5m grof sein.

1.

2.

Der Kegel ist zu Anfang (t = 0 min) 2m hoch. Bestimmen Sie sein Volumen.

Erstellen Sie eine Funktion f, die die vom Férderband transportierte Menge

Sand angibt:

f : Zeit in min — Menge Sand in m®

. Wann hat das Forderband 100 m? geférdert? Wie hoch ist dann der Kegel?

. Wie hoch wire stattdessen ein mit 100 m? gefiillter Zylinder?

Erstellen Sie eine Funktion, die die Hohe des Kegels in Abhéngigkeit der
Zeit angibt:
g : Zeit in min — Hohe des Kegels in m

. Ein anderes Forderband wird bei (t = 0 min) ebenfalls eingeschaltet. Dessen

Kegelhohe betrégt beim Einschalten 0 m. Dieses 2. Férderband hat nach 10
Minuten 4m?® Sand transportiert.

Erstellen Sie eine Funktion A, die die vom Férderband transportierte Menge

Sand angibt:

h : Zeit in min — Menge Sand in m®

. Wann sind die Kegel der beiden Férderbéander gleich hoch?
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7.13.16 Sandhaufen — Losung

Ein Férderband beférdert gleichmiiBig 0,2 m?® Sand pro Minute auf einen Haufen.
Der Haufen ist kegelférmig mit gleichbleibendem Radius. Der Radius des Kegels
soll immer 5m grof sein.

1. Der Kegel ist zu Anfang (¢ = 0 min) 2m hoch. Bestimmen Sie sein Volumen.

Benétigte Formeln:

1
VKegel = gGh
G = nr?

Einsetzen ergibt:
G = 7(5m)? = 257 m*
1 50
V= §(257rm2) (2m) = Tﬁms

Das Volumen betrigt ca. 52,4 m?.

2. Erstellen Sie eine Funktion f, die die vom Férderband transportierte Menge

Sand angibt:

f : Zeit in min — Menge Sand in m®

Zu Anfang (t = Omin) betriigt die Sandmenge 52,4 m?. Also ist b = 52,4 m?.

Die Einheit der Steigung ist m®/min. Das Férderband transportiert pro
Minute 0,2m? Sand. Dies ist dann die Steigung:

3

fz) =02 =2 +52,4m3
min

3. Wann hat das Férderband 100m? geférdert? Wie hoch ist dann der Kegel?
Gegeben ist ein Wert mit der Einheit m? also ein y-Wert.

0,27 + 52,4 = 100

0,20 = 47,6
r = 238
Man muss 238 Minuten (ca. 4 Stunden) warten.
1
V = 571'7“2 -h
1
100 = §7r -25-h
300 = 7-25-h
12 = 7h
3,82 = h

Die Hohe des Kegels betrigt dann 3,82 m
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4. Wie hoch wiire stattdessen ein mit 100 m? gefiillter Zylinder?

Benotigte Formeln:
VZylinder = Gh

G = 7r?

An den Formeln sieht man direkt, durch Vergleich mit dem Kegel, dass die
Grundfliche gleich ist, aber bei dem Volumen die 1/3 fehlt.

VZylinder = VKegel

1

1
hZ — ghK

Die Hohe des Zylinders ist ein Drittel der Hohe des Kegels, also ca. 1,27 m.

5. Erstellen Sie eine Funktion, die die Hohe des Kegels in Abhéngigkeit der
Zeit angibt:
g : Zeit in min — Hohe des Kegels in m

1

V =-Gh
3
3V

h="
G

G ist bestimmt durch G = 7% = 7 - 5% = 257.

Andererseits ist V die transportierte Menge Sand. Das wird durch die Funk-
tion f ausgedriickt:
f(z) =022+ 524

3. (0,22 + 52,4)

g(x) = T
@) 0,62 + 157,2
r) = "+———"

g 257

g(x) = 0,007642 + 2,002

6. Ein anderes Forderband wird bei (t = 0 min) ebenfalls eingeschaltet. Dessen
Kegelhohe betrigt beim Einschalten Om. Dieses 2. Forderband hat nach 10
Minuten 4 m? Sand transportiert.

Erstellen Sie eine Funktion A, die die vom Férderband transportierte Menge

Sand angibt:

h : Zeit in min — Menge Sand in m?
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Es sind zwei Punkte gegeben, um die Steigung auszurechnen: Py (0]0) und
Py (10]4).
Da am Anfang bei (¢ = Omin) kein Sand liegt,

3

h(z) = 0,4 m—m

1m1n

7. Wann sind die Kegel der beiden Férderbander gleich hoch?

Dazu muss man zuerst fiir das 2. Forderband die Funktion aufstellen, die
Zeit und Hohe des Kegels verbindet:

- (0.4
25T
k(x) = 0,015z

Wiederum ist der Schnittpunkt zweier Funktionen gesucht, diesmal von ¢

und k.
g(x) = k(z)
3-(0,229;52,4) _ 3-(205,?) | 257
3-(02z+524) = 3-(0,4z) | :3
0,2xr +524 = 0,4x | —0,2x
524 = 0,2z | :0,2
262 = «x

Nach 262 Minuten sind die beiden Kegel gleich grof3.



Kapitel 8

Gleichungen 11

Oftmals ist es einfacher oder sogar notwendig, Gleichungen mit zwei oder noch
mehr Variablen aufzustellen.
Sie werden im folgenden 4 Verfahren lernen, um Gleichungssysteme zu 16sen:

e Das Einsetzverfahren

e Das Gleichsetzverfahren

e Das Additionsverfahren

e Das Gauflsche Eliminationsverfahren

Anschlieflend an den Verfahren sind Textaufgaben thematisch geordnet vor-
handen.

Beim FEinsetzverfahren, Gleichsetzverfahren und Additionsverfahren werden
jeweils mit unterschiedlichen Methoden aus den beiden Gleichungen eine Glei-
chung durch Umformen erzeugt, die dann nur eine Variable erhélt. Solch eine
Gleichung ist dann lésbar.

In diesem Script werden immer alle Gleichungen weiter aufgeschrieben. Dann
verliert sich keine Information. Aus jedem Block wird dieselbe Losung errechnet.
Die Blocke sind dquivalent (dqui = gleich, valenz = wertig, also gleichwertig).
Wenn man eine Zeile weglésst, dann sind die Blécke nicht mehr gleichwertig,
denn dann fehlt ja die Information iiber die zweite Gleichung.

Die Gleichungen werden jeweils durch romische Ziffern gekennzeichnet. Kleine
arabische Buchstaben stehen fiir den jeweiligen Block. Blocke werden durch eine
Leerzeile voneinander abgetrennt.

124
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8.1 Das Einsetzverfahren

Beim Einsetzverfahren wird eine Variable durch einen anderen Term ersetzt, so
dass eine Gleichung mit einer Unbekannten erzeugt wird, die dann l6sbar ist.
Als Beispiel nehmen wir folgendes Gleichungssystem:
3z + 2y =37 (I)
r=2y—1 (II)
Wie erhélt man nun die Losung?
Einsetzen oder ersetzen von = durch 2y — 1 in der Gleichung I ergibt:

32y — 1)+ 2y =37 (Ia)

r=2y—1 (IIa)

Jetzt ist die Gleichung (Ia) 16sbar, da diese Gleichung nur eine Variable enthélt.
Ausmultiplizieren ergibt:

6y — 3 + 2y = 37 (Ib)
r=2y—1 (IIb)
Zusammenfassen in (Ib) ergibt:
8y —3 =237 (Ic)
r=2y—1 (Ilc)
Auf beiden Seiten von (Ic) wird 3 addiert:
8y = 40 (1)
r=2y—1 (I1d)
y=>5 (le)
r=2y—1 (Ile)
In Gleichung (Ile) werden alle y durch 5 ersetzt:
y=5 (If)
r=2-5-1 (TTf)
y= (Ig)
T = (1Ig)
Jetzt werden noch die beiden Gleichungen vertauscht:
r="9 (Ih)
y=>5 (Ih)

Die Losung ist also: (x|y) = (9]5)

Das Einsetzverfahren bietet sich besonders dann an, wenn schon in einer Glei-
chung nach einer Variablen aufgelost ist. Wenn also sowas dasteht wie: x = ...
oder y = ..., wobei auf der anderen Seite dann kein x, bzw. y mehr stehen darf.
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8.2 Das Gleichsetzverfahren

Das Gleichsetzverfahren heifit so, weil eine Seite mit einer anderen Seite gleichge-
setzt wird. Dabei wird eine Gleichung mit einer Unbekannten erzeugt, die dann
l6sbar ist.

Beispiel:

2y =37 —3x (Ia)
2u=x+1 (ITa)
Beide linke Seiten sind gleich grofi. Damit sind dann alle Seiten 2y grof. Al-

le vier Seiten sind gleich groff! Dann kann man auch die beiden rechten Seiten
gleichsetzen:

r+1=37-3z (Ib)
% =z + 1 (ITh)

Dies ergibt dann bei Ib eine Gleichung mit nur einer Variablen
Auf beiden Seiten von (Ib) werden 3z addiert.

dr +1 =237 (Ic)
2y =2x+1 (Ilc)

Az = 36 (1d)

% = +1 (11d)
r=9 (Ie)
y=a+1 (Ile)

Jetzt werden in der unteren Gleichung (IIf) alle  durch eine 9 ersetzt:

x=9 (If)
2 =9+1 (1If)
r=9 (Ig)
2y = 10 (ITg)
= (Ih)

5 (ITh)

Losung: (z|y) = (9/5)
Dieses Verfahren bietet sich an, wenn zwei Seiten schon sehr dhnlich sind.
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8.3 Das Additionsverfahren

Das Additionsverfahren ist das Verfahren, welches Sie immer beherrschen sollten.
Das Einsetzverfahren oder das Gleichsetzverfahren sind manchmal brauchbare
Abkiirzungen, aber das Additionsverfahren ist das wichtigste Verfahren. Dariiber
hinaus gipfelt es in dem Schema des GauBlschen Eleminationsverfahren.

Wenn man zwei Waagen hat, die im Gleichgewicht sind, so kann man z. B. die
jeweils rechten Waagschalen und die linken Waagschalen zusammenschiitten und
die Waage bleibt im Gleichgewicht (siche Abb. B]).

Machen Sie sich auch klar, dass die Waage immer noch im Gleichgewicht ist,
wenn beide! Seiten mit einer beliebigen Zahl multipliziert werden.

Entscheidend ist nun, dass man die Gleichungen sowohl addieren als auch
subtrahieren kann:

I'=1-11I
v + 2y = 8 1
v + 3y = 9 17
—y = -1 I

Dieses Verfahren eignet sich oftmals, um Variablen sehr schnell bestimmen zu
konnen.

3r+2y =28 (Ia)
3xr+3y=9 (ITa)

Ib =1la- Ia
y=1 (Ib)
3r+3y =9 (IIb)

y = 1 wird eingesetzt in Ilc:

y=1 (Ic)
3r+3=9 (ILc)

IId = Ilc - 3
y=1 (Id)
3r =6 (I1d)

[le=1Id / 3
y=1 (Ie)
T =2 (Ile)

Losung: (z|y) = (2|1).



KAPITEL 8. GLEICHUNGEN II

1000 17

Abbildung 8.1: Wenn man die Waagschalen
der beiden oberen Waagen zusammenschiit-
tet, ist die Waage immer noch im Gleichge-
wicht.

Weiteres Beispiel:

3x + 2y =12
4o +y =11

128

(Ia)
(ITa)
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Mulitiplizieren Sie die Gleichungen so, dass die Vorfaktoren vor einer der Varia-

blen (x oder y) gleich sind, oder das negative voneinander:

IIb = Ila - (-2)
3r 42y =12
—8r — 2y = —22
Ic =Ib + IIb
—bx = —10
—8x — 2y = —22
Id =1Ic / (-5)
Tr =
—8r — 2y = —22
x =2 wird in (IId) eingesetzt
Tr =
—16 — 2y = —22
IIf = Ile + 16
T =2
—2y = —6
=11/ (-2)

(Ib)
(I1Ib)

(Ic)
(ILc)

(Id)
(11d)

(le)
(ITe)
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Ein weiteres Beispiel:

I
IT

3r + 5y = 8
2v + 3y = 5
Zuerst muss eine Variable ausgewihlt werden, die eleminiert werden soll. Hier
wéhlen wir willkiirlich die Variable z. In diesem Beispiel miissen beide Zeilen
verdndert werden, weil die Vorfaktoren noch nicht giinstig sind zum Addieren.
Das kleinste gemeinsame Vielfache von 2 und 3 ist 6. Also muss die 1. Gleichung
mit 2 multipliziert werden und die 2. Gleichung muss mit 3 multipliziert werden.

[=1.2, II=11-3

6z + 10y = 16 (Ib)
6z + 9y = 15 (IIb)

Ic =1b-1Ib
Wenn Sie IIb - Ib rechnen, ist das auch richtig, aber Sie erhalten mehr negative
Zahlen

y=1 (Ic)
62 + 9y = 15 (Ilc)
y = 1 wird eingesetzt in (Ilc):

6z +9 =15 (11d)

II=1I-9
y=1 (Te)
6x =6 (Ile)

M=1/6
y=1 (If)

r=1 (IIf)
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Allgemeine Vorgehensweise:

1.
2.

Entscheiden Sie welche Variable wegfallen soll.

Bestimmen Sie das kleinste gemeinsame Vielfache der Vorfaktoren der Va-
riable, die wegfallen soll.

Multiplizieren Sie die Gleichungen so, dass die Vorfaktoren der zu elimi-
nierenden Variable das kleinste gemeinsame Vielfache annehmen. (Es mufl
nicht unbedingt das kleinste gemeinsame Vielfache sein, es reicht ein Viel-
faches. Aber so sind die Zahlen eben auch am kleinsten.)

Multiplizieren Sie evtl. eine Gleichung mit (-1). Diesen Schritt werden Sie
wie in dem Beispiel mit dem vorherigen zusammen durchfiihren.

. Addieren Sie nun die Gleichungen, so dass eine Gleichung entsteht mit nur

einer Variablen.
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8.4 Altersaufgaben

In diesem Abschnitt soll Thnen eine Strategie vorgestellt werden sogenannte Al-
tersaufgaben zu l6sen.

Beispiel: Ein Vater ist heute dreimal so alt wie sein Sohn. Vor 5 Jahren war
er fiinfmal so alt. Wie alt sind die beiden heute?

1. Schritt: Gesucht ist das Alter des Vaters und des Sohnes heute. Also schrei-
ben wir fiir die Altersangaben x und y:
Alter des Vaters heute: =z
Alter des Sohnes heute: vy

2. Nun erstellen wir die erste Gleichung. Heute ist der Vater dreimal so alt
wie sein Sohn.

Der Vater ist dlter und der Sohn ist jiinger! Nehmen Sie zuerst ein Beispiel
fiir einfache Zahlen, bei denen die eine Zahl dreimal so grofl ist wie die

andere:
1-3
2-6

Sie sehen, dass links die kleinere Zahl steht und rechts die groflere. Das
Alter des Sohnes wiirde in der Tabelle links stehen und das Alter des Vaters
rechts:
Y-
Somit gilt:

r =3y

Die Schwierigkeit besteht (erfahrungsgeméf) darin, dass Sie die ,,3“ auf die
richtige Seite schreiben.

3. Vor 5 Jahren war der Vater fiinfmal so alt.
Vor 5 Jahren war der Vater x — 5 Jahre alt.
Vor 5 Jahren war der Sohn y — 5 Jahre alt.

Vor 5 Jahren war der Vater fiinfmal so alt wie der Sohn:

x—5=>5(y—5)
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Jetzt haben Sie Thre zwei Gleichungen:

r =3y (Ia)
x—5=5(y—5) (ITa)

Hier bietet sich das Einsetzverfahren an, da schon eine Gleichung nach x aufgelost
ist:

r =3y (Ib)

3y —5=5(y — 5) (ITh)
r =3y (Ic)

3y —5=>5y—25 (Ilc)
r =3y (Id)
—5=2y—25 (I1d)

xr =3y (Ie)

20 =2y (Ile)

r =3y (If)
0=y (IIf)

x =30 (Ig)
=10 (Ilg)

Der Vater ist heute 30 Jahre alt und der Sohn ist heute 10 Jahre alt.
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8.5 Textaufgaben

Aufgabe 8.1

Gesucht sind zwei Zahlen. Die Summe der beiden Zahlen ergibt 10. Die Differenz
der beiden Zahlen betréigt 4. Wie lauten die Zahlen?

(Losung siehe Seite [[30]).

Aufgabe 8.2

Die Summe zweier Zahlen ist 10. Wenn man vom 10-fachen der ersten Zahl das
10-fache der zweiten Zahl abzieht, erhdlt man 30. Wie lauten die Zahlen?
(Losung siehe Seite [[30]).

Aufgabe 8.3

Zwei Zahlen sind gesucht. Das Vierfache der um eins vermehrten ersten Zahl ist
gleich dem um eins vermehrten Dreifachen der zweiten Zahl. Die Summe beider
Zahlen ist das um zwei vermehrte Doppelte der ersten Zahl.

Wie lauten die Zahlen?

(Losung siehe Seite [137]).

Aufgabe 8.4

Gesucht sind zwei Zahlen. Das Vierfache des um 3 vermehrten Doppelten der 1.
Zahl ist gleich dem 9-fachen der 2. Zahl. Die Summe der beiden Zahlen ist 7.
(Losung siehe Seite [[37]).

Aufgabe 8.5

Ein Dampfer fahrt auf einem Fluss. Flussabwiérts betriagt seine Geschwindigkeit
15km/h. Flussaufwérts betrégt seine Geschwindigkeit 5 km/h. Wie schnell ist der
Fluss und wie schnell ist der Dampfer?

(Losung siehe Seite [[38).

Aufgabe 8.6

Ein Flugzeug benétigt fiir den Hinflug fiir eine Strecke von 2500km 2 Stunden
und 56 Minuten. Fiir den Riickflug benotigt das Flugzeug bei gleichen Windver-
héltnissen 3 Stunden und 20 Minuten.

Wie schnell ist das Flugzeug und der Wind?

(Losung siehe Seite [[39)).

Aufgabe 8.7

Ein Vater ist heute 5 mal so alt wie sein Sohn. In 5 Jahren ist er dreimal so alt.
Wie alt sind Vater und Sohn?

(Losung siehe Seite [T40).

Aufgabe 8.8

Eine Mutter ist heute 3 mal so alt wie ihre Tochter. In 15 Jahren ist sie doppelt
so alt. Wie alt sind Mutter und Tochter?

(Losung siche Seite [140).

Aufgabe 8.9

Ein Vater ist heute 4 mal so alt wie seine Tochter. Vor 10 Jahren war er 14 mal
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so alt. Wie alt sind die beiden heute?

(Losung siehe Seite [I4T]).

Aufgabe 8.10

Sie haben eine 10 % und eine 20 % Wasserstoffperoxid Losung. Diese beiden Lo-

sungen sollen so gemischt werden, dass 100 ml einer 15 % Losung entstehen.
Bestimmen Sie die jeweiligen Mengen der einzelnen Losungen.

(Losung siche Seite [[4T]).

Aufgabe 8.11

Sie haben eine 10 % und eine 30 % Kupfer-Legierung. Diese beiden Legierungen

sollen so gemischt werden, dass 12 kg einer 20 % Kupfer-Legierung entstehen.
Bestimmen Sie die jeweiligen Mengen der einzelnen Legierungen.

(Losung siehe Seite [[43]).
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8.6 Losungen

Zu Aufgabe: [B.1]

Losung mit Hilfe des Additionsverfahrens: Ib = Ta + Ila

[c=1Ib /2

Die Zahlen sind 3 und 7.

Zu Aufgabe:

ITh = Ta / 10

Addieren beider Gleichungen:

Die Zahlen lauten 6,5 und 3,5.

r+y=10
r—y=4

20 =14
r—y=4

r+y=10
10z — 10y = 30

r+y=10
r—y=3

20 = 13
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(Ia)
(IIa)

(Ib)
(I1Ib)

(Ic)
(Ilc)

(Id)
(11d)

(Ia)
(ITa)

(Ib)
(Ib)
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Zu Aufgabe: 8.3 x: 1.Zahl

y:  2.Zahl
d(r+1)=3y+1 (Ia)
r+y=2x+2 (IIa)

Auflésen der Klammer ergibt:

dr+4=3y+1 (Ib)
r+y=2x+2 (IIb)

Beide Gleichungen werden umgeformt:
Ic =1Ib-1und Ilc = IIb - x

dx +3 = 3y (Ic)
y=x+2 (Ilc)

Bei dieser Aufgabe bietet sich das Einsetzverfahren an:

dr+3=3(z+2) (Id)
y=x+2 (11d)
4+3=30+6 (Te)
y=x+2 (Ie)
r+3=06 (If)
y=x+2 (IIf)
x=3 (Ig)
y=x+2 (I1g)

Einsetzen von z = 3 fiir x in der 2. Gleichung ergibt:

xr=3 (Ih)
y=>5 (ITh)
(zy) = (315)
Zu Aufgabe: 8.4
x: 1. Zahl
y: 2. Zahl
42x +3) =9y (Ia)

r+y="7 (IIa)
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Auflosen der Klammer in (Ia) ergibt:

8r + 12 =9y (Ib)
r+y="7 (IIb)
8r+ 12 =9y (Ic)
r=T—y (Ilc)

Einsetzen von (7 — y) fiir z in (Ic) ergibt:

8(7T—y)+12 =9y (Id)
r=T7T—y (I1d)

Auflésen der Klammer in (Id) ergibt:

56 — 8y + 12 =9y (Ie)
r=T—y (Ile)
68 = 17y (If)
r=T—y (IIf)
Ig = If / 17
Y (Ig)
r=T-y (1lg)

In (ITg) wird y ersetzt durch 4

4=y (Ih)
=3 (ITh)

(zly) = (3]4)
Die Zahlen lauten 3 und 4.

Zu Aufgabe:
vp  Geschwindigkeit des Dampfers in km/h
vp  Geschwindigkeit des Wassers in km/h
Flussabwirts addieren sich die Geschwindigkeiten fiir den Beobachter am Ufer:

’UD+?}F:15

Flussaufwiirts ,,bremst* der Fluss den Dampfer. Dann bewegt sich fiir einen Be-
obachter am Ufer der Dampfer langsamer fliissaufwirts:

UD—UF:5
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Up + VU = 15 (Ia)
VD — VUp = 5) (II&)

Losung mit Hilfe des Additionsverfahrens: Ib = la + Ila

2up = 20 (Ib)
Up — Vg = 5 (IIb)
[ce=1Ib /2
vp = 10 (Ic)
Up —Vp =9 (ITc)

Einsetzen von vp = 10 in Ilc ergibt:

vp =5 (11d)

Der Dampfer ist 10km/h schnell und die Geschwindigkeit des Wassers betragt
5km/h.

Zu Aufgabe:
vp  Geschw. des Flugzeugs in km/h
vw  Geschw. des Windes in km/h
Jeweils in km/Min.
2 h und 56 Min: 176 Min
3 h und 20 Min: 200 Min
Beim Flug mit dem Wind addieren sich die Geschwindigkeiten fiir einen Be-
obachter am Boden:

e, 2300 km

vE Tt = 176 min
k

vp 4 v = 14,2~

min

Gegen den Wind bewegt sich das Flugzeug relativ zum Boden langsamer:

2500 km
Vg —UOw = 200 11111
k
Up — Uw = 12,5 In_rlIrll
vp + vw = 14,2 (Ta)

Vp — UOw = 12,5 (II&)
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Losung mit Hilfe des Additionsverfahrens: Ib = la + Ila
2up = 26,7
Vg — UWw — 12,5
I[=1/2

vp = 13,35
Vp — UOw = 12,5

Einsetzen von vp = 13,35 in (Ilc) und anschlieendes Ausrechnen ergibt:

vp = 13,35
vw = 0,85
km 60 km km
3,35 i 3,35 oI 80 A
km 60 km km
O,SSE —O,85FT —51T

Der Wind ist 51 km/h schnell und das Flugzeug 801 km /h.
Zu Aufgabe: 8.7

Alter: | heute | in 5 Jahren
Vater: €T r—+5
Sohn: Y y+5

T =5y

(x+5)=3y+5)
Das Einsetzverfahren ist giinstig, da Sie direkt einsetzen konnen.

T =Dy
5y +5H=3y+ 15

T =25

y=5
Der Vater ist heute 25 Jahre alt und der Sohn ist 5 Jahre alt.
Zu Aufgabe: 8.8

Alter: | heute | in 15 Jahren
Mutter: T z+ 15
Tochter: Y y+ 15

r =3y

(z +15) = 2(y + 15)
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(Ib)
(I1Ib)

(Ic)
(Ilc)

(Id)
(11d)

(Ia)
(ITa)

(Ib)
(I1Ib)

(Ic)
(ILc)

(la)
(IIa)
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Losung mit dem Einsetzverfahren:

r =3y (Ib)
3y + 15 = 2y + 30 (ITh)
r =45 (Ic)
y=15 (ILc)

Die Mutter ist heute 45 Jahre alt und die Tochter ist 15 Jahre alt.
Zu Aufgabe:

Alter: heute | vor 10 Jahren
Vater: T r — 10
Tochter: Y y— 10
r =4y (Ia)
(x — 10) = 14(y — 10) (IIa)

Losung mit dem Einsetzverfahren:

r =4y (Ib)
4y — 10 = 14y — 140 (Ib)
=52 (Ic)
y=13 (Ilc)

Der Vater ist heute 52 Jahre alt und die Tochter ist 13 Jahre alt.
Zu Aufgabe: Lésung
x:  Menge der 10 % Losung in ml
y:  Menge der 20 % Losung in ml
Da Sie zwei unbekannte Mengen haben, benotigen Sie zwei Gleichungen!
Wir betrachten dazu jeweils die Mengen der Stoffe:

1. Aufstellen der ersten Gleichung:
Nach dem Mischen sollen 100 ml Lésung entstehen. Also miissen die Mengen
der einzelnen Losungen zusammen 100 ml ergeben:

z+y =100

2. Aufstellen der zweiten Gleichung:
Das Wasserstoffperoxid (H2O2) in der Mixtur kommt aus den einzelnen
Losungen:
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Menge Hy05 in der 10% Lsg.: 1ot

Menge HyO4 in der 20 % Lsg.: % Y
Menge Hy05 in der Mischung: 2 (x4 y)

10 20 15

100° T 100Y =100 * Y

Das Gleichungssystem lautet also:
x +y = 100

10 20 15
+ 150y = o0 (2 FY)

—x
100 100 100
Multiplizieren von (Ia) mit 100 eliminiert die Briiche:

74y =100
10z 4+ 20y = 15(z + y)

Ausmultiplizieren bei IIb:

z+y =100
102 + 20y = 15z + 15y

IIc = IIb - 15x - 15y, dann sind alle Variablen auf einer Seite

x +y =100
=5 +5y =0

Hier 16sen wir exemplarisch mit dem Additionsverfahren.
[e=5-1d

oz + 5y = 500
=5 +5y =0

Nun wird addiert: IIf = Ile + e

oz + 5y = 500

10y = 500

oz + 5y = 500
y = 50
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(Ia)
(I1a)

(Ib)
(IIh)

(Ic)
(ILc)

(1d)
(11d)

(le)
(Ile)

(If)
(11f)
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Einsetzen von y = 50 in (Ig):

5z + 250 = 500 (Ih)
y = 50 (ITh)

5a = 250 (1i)

y =50 (ITi)

z =50 (1)

=50 (I1j)

Als Losung ergibt sich x = 50, y = 50.
Es werden von beiden Losungen jeweils 50 ml benotigt.

Zu Aufgabe: B.11] Losung
x:  Menge der 10 % Legierung in kg
y:  Menge der 30 % Legierung in kg
Da Sie zwei unbekannte Mengen haben, benotigen Sie zwei Gleichungen!
Wir betrachten dazu jeweils die Mengen der Stoffe:

1. Es sollen 12kg Losung entstehen durch mischen: Also miissen die Mengen
der einzelnen Legierungen zusammen 12 kg ergeben:

r+y=12

2. Das Kupfer in der Mischung kommt aus den einzelnen Legierungen:

Substanz Menge Kupfer

10

100 x

10% Legierung:
30 % Legierung: 5y
Mischung: 2 (z+y)

10 30 20

100° T 100 = 100 ® Y

Das Gleichungssystem lautet also:

r+y=12 (Ia)
10 30 20
0,30 _ 20 11
100% 1009 = 100 Y (TTa)

Multiplizieren mit dem Hauptnenner 100 eliminiert die Briiche

r+y=12 (Ia)
10x + 30y = 20(x + y) (ITa)
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Ausklammern:

r+y=12 (Ib)
10 + 30y = 20z + 20y (IIb)

Auf beiden Seiten bei (IIb) 202 und 20y abziehen, so dass die Variablen alle auf
der linken Seite sind.

r+y=12 (Ic)
—10z + 10y = 0 (Ilc)

Der kleinste gemeinsame Vielfache ist 10, also: multiplizieren von (Ilc) mit 10.

10z + 10y = 120 (1d)
—10z + 10y =0 (I1d)
Addieren: Ile = Id + IId

10z + 10y = 120 (Ie)
20y = 120 (Ile)
10z + 10y = 120 (If)
y =6 (I1f)

Einsetzen von y = 6 in (If)
102 + 60 = 120 (Ig)
y=>6 (Ig)
102 = 60 (Ih)
y=6 (ITh)
r==06 (Ii)

Als Losung ergibt sich x = 6, y = 6.
Es werden von beiden Losungen jeweils 6 kg benotigt.



Kapitel 9

Das Gaussverfahren

Um Gleichungssysteme mit vielen Gleichungen gut handhaben zu konnen hat
man ein Verfahren entwickelt, dass sich Gauf3sches Eliminationsverfahren nennt.
Dieses Verfahren ist nach einem beriihmten Mathematiker Carl Friedrich Gaufl
(1777 — 1855) benannt worden. Elimination besagt, dass immer weniger Variablen
zu beriicksichtigen sind.
Zuerst kldren wir eine neue Schreibweise: Matrizen!

Um nicht immer diese unnotigen x, y und z etc. schreiben zu miissen, schreibt
man nur noch die Vorfaktoren hin also statt:

20+ 4y =34
4x + 6y = H4

(Fo)7=(3)

Dabei gilt eine Zeile als eine Gleichung. Die erste Zahl gibt die Anzahl der x,
die zweite Zahl die Anzahl der y, usw. an Der Vektor ¥ zeigt dann an, dass die
Variablen = und y sein sollen. Den Ausdruck in Klammern (der die Ziffern 2,4,4,6
enthélt) nennt man eine quadratische Matrix.

Am besten Lernen Sie das Gaufiverfahren, indem Sie die Beispiele sich an-
schauen und dann selber versuchen zu rechnen.

schreiben wir nur noch:

9.1 Vorgehensweise

Wir beginnen mit einfachen Gleichungssystemen und lassen diese dann immer
groffer werden. Dabei sind beide Schreibweisen parallel dargestellt.

1. Wir untersuchen zuerst folgende einfache Gleichungssystem:
dJr+ =24
+ 6y =18

145
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(16)7=(%)

Wir betrachten nun diese beiden Schreibweisen parallel.

30 = 24 3r + 0y = 24
0 6 S\ 18 Ox + 6y = 18
Die Losung erhalten Sie dadurch, dass Sie die erste Zeile durch 3 und die

zweite Zeile durch 6 teilen:

Dies wird dokumentiert: I = I/3 — die neue erste Zeile ist die alte erste
Zeile geteilt durch 3.

1=1/3 11 =11/6

(o)) 17w 25

x=8und y = 3.

Also: Ziel ist es, dass die Matrix nur noch 1 auf der Diagonalen enthélt,
und sonst alle Ziffern 0 sind.

2. Dieses mal untersuchen wir ein geringfiigig schwierigeres Gleichungssystem:

(3 4=

Zur Verdeutlichung iiberfithren wir es parallel in die gewohnte Schreibweise:

3 -6\, [ -12 30 — 6y = —12
0 6 /)77 18 6y = 18

Wir benutzen das Additionsverfahren um zu einer Losung zu gelangen.
Dazu addieren wir die zweite Gleichung zur ersten:

I=1+11

30 P 6 3x = 6
0 6 -\ 18 6y = 18
Dies konnen wir dann l6sen, wie oben beschrieben.
3. Wiederum ein etwas schwierigeres Gleichungssystem: Diesmal reicht es nicht,

einfach nur die 2. Gleichung zur ersten zu addieren.

Im ersten Schritt versuchen wir eine Null unterhalb der Diagonalen zu er-
zeugen. Dazu subtrahieren wir das Doppelte der 1. Zeile von der 2. Denn
dann ist die Anzahl der x in der 2. Zeile null:
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2 4N\, [ 34 2 + 4y 34 0=4x—2 2z
<4 6)“’_(54) {zm: + 6y 54} —2y =6y — 24y
Ir=Iir-2-1
<(2) —;l>f_(—i)i> {Qx + _;lz ; _?i} kiirzen in der 2. Zeile
I1=11/(-2)
2 4\, (34 2 + 4y = 34
(b1)7=(%) | 7T
I=1—-4-11
20\, (6 2z = 6
(5 7)7=(7) R
I=1/2
1 0., 3 x = 3
(0 7)7=(7) -

4. Vorgehensweise:

(a)
(b)

Formen Sie die Gleichungen so um, dass die x-Werte, die y-Werte und
die z-Werte ... in einer Spalte stehen.

Schreiben Sie dann die Gleichungen ohne x, y, z ... auf, aber die ein-
zelnen Vorfaktoren in die entsprechende Spalte fiir die Variablen. Also
alle x-Vorfaktoren kommen in eine Spalte, die y-Vorfaktoren kommen
in die néachste Spalte usw.

Ziel ist es nun, die Matrix so zu verdndern, dass nur noch 1 in der
Diagonale stehen und an allen anderen Positionen nur noch die 0 steht.

Die Nullen in der 1. Spalte werden durch geschickte Addition mit der
1. Zeile erzeugt. Dazu betrachten Sie nur die ersten Zahlen aus der 1.
Zeile und der Zeile, die Sie verdndern wollen.

Bestimmen Sie das kleinste Vielfache dieser beiden Zahlen.

Multiplizieren Sie die 1. Zeile mit einem Faktor um das kleinste gemein-
same Vielfache zu erhalten und die Zeile, die Sie gerade bearbeiten.
Ziehen Sie diese Zeilen voneinander ab.

Dieser Vorgang geschieht in einem Schritt.

Schreiben Sie sich den Vorgang auf. Z. B.:

Wenn in der 1. Zeile eine 4 am Anfang steht und in der 2. Zeile eine 3
steht, ist das kleinste gemeinsame Vielfache 12:

M=3-1-4-11

Die neue 2. Gleichung ist dreimal die alte 1. Zeile minus viermal die
alte 2. Zeile.
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(g) Sie erzeugen zuerst die Nullen unterhalb der Diagonalen. Zuerst in der
1. Spalte, dann in der 2. Spalte, dann in der 3. usw.

(h) Die Nullen in der 1. Spalte erzeugen Sie durch Kombination mit der
1. Zeile.
Die Nullen in der 2. Spalte erzeugen Sie durch Kombination mit der
2. Zeile.
Die Nullen in der 3. Spalte erzeugen Sie durch Kombination mit der
3. Zeile.
Die Nullen in der 4. Spalte erzeugen Sie durch Kombination mit der
4. Zeile.

(i) Dann erzeugen Sie die Nullen oberhalb der Diagonalen. Zuerst in der
letzten Spalte, dann in der vorletzten usw.

(j) Die Nullen in der letzten Spalte erzeugen Sie durch Kombination mit
der letzten Zeile.
Die Nullen in der vorletzten Spalte erzeugen Sie durch Kombination
mit der vorletzten Zeile.
Die Nullen in der vorvorletzten Spalte erzeugen Sie durch Kombination
mit der vorvorletzten Zeile.

(k) Als letztes erzeugen Sie durch Teilen die 1 auf der Diagonalen.

(1) Sie diirfen jederzeit auch eine Gleichung , kiirzen“. Beispiel: 3x + 6y = 12
Alle Zahlen sind durch 3 teilbar. Das ergibt: x + 2y = 6.
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9.2 Beispiele zum Gauf3verfahren mit eindeutiger L6-

sung

20 + 3y =21
3rv—2y =-—1

2 3\. [21

3 —2)7 7\ -1
neuwe I [ =3-1—-2-11
2 3\, (21

0 13)" " \65
neue [ =11/13

2 3\ . (21
01)" 5
neue [ =1 —-3-11

2 0\ .
01)"
neue [ = 1/2

o 1)7=0)

I
RN
(S i
~__

Xx=3,y=5
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3r+4y =5 (I)
6x — 2y = 20 (II)

(6 )7 ()

neue [ =2-1—11

(0 10)7= ()

neue 1 = 11/10

34\, [5

0 1)~ -1

neue [ =1 —4-11
3 0\ | 9

0 1)" -1
neue [ = 1/3

CRIES )

x=3,y=-1
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3.
2 + y + 22= 15 I
3x 4+ z=5 II
2v + 2y + 2z=4 111
2 1 2 5
30 1|x=15
2 2 2) 4
neue Il =3-1—2-11
neue [I11 =111 —1
2 1 2 5
0 3 4|x=15
0 1 O) (1
neue [I[I1 =11—-3-111
2 1 2 5
0 3 4|l2=15
0 0 4 8
neue [ =111/4
2 1 2 5
0 3 4|x=15
0 01 2
neuve [ =1-1—-2-111
neue Il =11 —4-111
210 1
0 3 0|x=1]-3
00 1) 2
neue I =3-1—11
6 0 0 6
0 3 0|x=1-3
00 1) 2
neue [ = 1/6
neue [ =11/3
1 00 1
01 0)x=1-1
0 01 2
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6 6 10 7
4 3 15|2=1|6
10 0 5 6

neue Il =4-1—-6-11
neue I[I] =10-1—-6-111

6 6 10 7
0 6 =50|x=|-8
0 60 70 34

neue [ =11/2
neue [11 =111/2

6 6 10 7

0 3 -25|x=|-4

0 30 35 17
neue [[] =111 —-10-11

6 6 10 7

0 3 =25|7=|—-4

0 0 285 o7

neue I =285-1 —10-111
neue [/ =285-11+25-111

1710 1710 0 1425
0 85 0 | &= 285
0 0 285 o7

neue [ = [/285
neue [I = I1/285

6 6 O 5)

03 0 |x=11

0 0 285 57
neue [ =1 —-2-1]

6 0 O 3

03 0 |x=11

0 0 285 57
neue [ = 1/6

neue [ =11/3
neue [I1 = 111/285
1 00
0]7=
1

QYW [N | =

01
0 0
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D.
4 -1 3 —1
-1 1 1 |z=11
2 1 -4

2

neue Il =1-1+4-11

neue [[] =1-1—-2-1I1
4 —1 3 -1
0 3 717=13
0 -3 11 -5

neue [[] =11+ 111
4 -1 3 —1
0 3 7|1x=1| 3
0O 0 18 -2
neue [ =111/2
4 -1 3 —1
0 3 7|x= 3
0O 0 9 —1

neuwe I =3-1—111
neuwe [ [ =9-1] —-7-111

12 -3 0 -2

0 27 0|X=1| 34

0O 0 9 -1
neue [ =9-1+11

108 0 O 16

0 27 0)xZ=1| 34

0 0 9 -1

neue [ = /108
neue /I = 11/27
neue [1] =111/9

4
100 27
01 0|z=|2
0 1 1

9

1
0
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O =N
8y

I

— N~

—1
4

()
N O N O
— = O

—1

—_
[Sa8

neue I[I] =1+3-111
neue [V =4-1-3-1V

30 1 2 7
02 0 1|, | 2
00 4 2" 10
0 -6 1 11 17
neue IV =311+ 1V
301 2 7
020 1. | 2
004 2" 10
00 1 14 —11
neue [V =111 —4-1V
301 2 7
020 1|, |2
004 2 |"7 |10
000 —54 54
neue [V = IV/(—54)
301 2 7
020 1], |2
004 2" |10
000 1 1

neuwe [ =1 —-2-1V
neue I =11 -1V
neue [I] =111 -2 -1V

3010 9
0200|. |3
0040 |12
000 1 1
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neue [ =11/2

2
1,5
1

3

H

Looco—

=1
0
0
1
0

~N o - o o

— O O O

neue
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9.3 Losungsmengen

Es stellt sich die Frage, wann ein Gleichungssystem losbar ist, bzw. wann es genau
eine einzige Losung hat oder wann es unendlich viele Losungen hat.

Um diese Fragen zu beantworten, wird fiir zwei Unbekannte das Gleichungs-
system untersucht. Fiir drei oder mehr Unbekannte wird dann nur noch das Ver-
fahren erweitert (angegeben).

9.3.1 Gleichungssysteme mit zwei Unbekannten

Zuerst wird ein Gleichungssystem gelost, welches nur Buchstaben statt Zahlen
enthélt. AnschlieSend wird untersucht, wann dieses Gleichungssystem Losungen

hat:
ar + by=e
cx + dy=f

a b\ (e
cd) \f
neue [ =a-11—c-1
a b B e
0 ad—cb ) \ af —ce
neue 1 = I1/(ad — cb)
(07)= ()
01 =
neue I =1 —-0-11
(a 0):(6 bf_fiﬁii)
0 1 ad—cb
e-(ad—cb) abf—bce 9.1
( a 0 ) — ad—cb f—_ ad—cb ( )
01 ad—cb
(ade—cbe) abf—bce
( a 0 ) — ad—cb __ ad—cb
01 ad—cb
ade—cbe—abf+bce
( a 0 > — ( CL?_cbf+ )
01 ad—cb
ade—abf
(i)-(8)
01 ad—cb
neue [ = 1I/a
de—bf
(1)-(2)
01 ad—cb
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Man kann sofort sehen, dass das Gleichungssystem keine eindeutige Losung
hat, wenn der Nenner bei den Losungen null ist, also gilt: ad — cb = 0.
Beispiele fiir ad — ¢b = 0:

1.
20+ 3y=95
20+ 3y=35

Bei diesem Beispiel, kann fiir die Losungsmenge jeweils gelten:

L=(11)

oder allgemein, wenn man x frei wihlt, ergibt sich der y-Wert:

5 2
L—{(ZE,g—g!E),J}E]R}

Dieses Gleichungssystem hat also unendlich viele Lésungen.

Da gilt: y = g — 27, ergibt sich als Losungsmenge eine Gerade.

3
20 + 3y=5
2 + 3y=6
Dieses Gleichungssystem kann fiir keinen Wert fiir x und y erfiillt werden.
Dieses Gleichungssystem hat also keine Losung.

L={}

Um schnell entscheiden zu kénnen, ob ein Gleichungssystem eindeutig 1osbar
ist oder nicht, mufl man nur ausrechnen, ob ad — ¢b # 0 gilt. ad — c¢b nennt man
die Determinante des Systems.

9.3.2 Allgemeine Regel mit Hilfe der Determinante

Merkregel: Ein Gleichungssystem hat eine eindeutige Losung, wenn die Determi-
nante des Gleichungssystems ungleich null ist.
Dazu mufy nur die Matrix betrachtet werden, nicht der Losungsvektor.

1= (¢ )

det(A) = |A| = ad — be

Die Determinante von A ist:
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Bei einer 3 x 3 Matrix berechnet sich die Determinante wie folgt:

a b c
d e f||=aei+bfg+cdh—ceg— fha—ibd
g h 1

Die Vorzeichen der Terme erhalten Sie, wenn Sie die Matrix noch einmal auf-
schreiben (Merkregel von Sarrus):
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Wurzel

10.1 Definition

Mit Wurzel einer Zahl meint man folgende Definition:
Die Wurzel einer nicht negativen Zahl a ist diejenige positive Zahl, die mit sich
selbst multipliziert a ergibt.
Beispiele:
V0=0,denn 0-0=0

\/Izl,dennl-lzl
V4=2 denn 2-2 =14
\/§:3,denn3-3:9

Es gibt dariiber hinaus auch noch die 3.Wurzel oder 4. Wurzel einer Zahl:
Dies wird durch eine kleine 3 oder 4 ... gekennzeichnet. Die 2 bei einer 2. Wurzel
(siche oben) ldsst man meistens einfach weg.

V/27=3,denn 3-3-3 =27

V81 =3, denn 3-3-3-3 =81
V8=2,denn2-2-2=38
V16 =2, denn 2-2-2-2 =16
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10.2 Rechenregeln

Was man darf:

1.

Va2 = |a|
Wenn a > 0, gilt:
Va2 =a
V52 =25 =5
2. Wenn a,b > 0, gilt:
a-vVb=+ab

3. Wenn a,b > 0, gilt:

Vb
6:2=1+36-vV/4=136:4=v9=3
Was man nicht darf: Addieren:

344 =9+ V16425 =

160
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10.3 Wurzel 2

Behauptung: Die Quadratwurzel von 2 ist eine irrationale Zahl, d. h. sie kann
nicht durch einen Bruch dargestellt werden.

Beweis Die Beweisfithrung ist indirekt, d. h. es wird gezeigt, dass die Annahme
des Gegenteils zu einem Widerspruch fiihrt.

Wir nehmen also an, dass die Quadratwurzel von 2 rational ist. Es existieren
also zwei teilerfremde ganze Zahlen p und ¢, so dass

v2="
q

und der Bruch nicht gekiirzt werden kann.
Folglich existiert auch ein Bruch g, dessen Quadrat 2 ist.

(0=

p2 _ 2q2

oder umgeformt

Da die rechte Seite der Gleichung gerade ist, ist auch die linke Seite: p? gerade.
Daraus folgt, dass bereits die Zahl p gerade ist.
Wir bezeichnen die ganze Zahl (£) als r und erhalten

2¢° = p* = (2r)* = 4r?
und hieraus nach der Division durch 2
q2 — 27,2

Mit der gleichen Argumentation wie zuvor folgt, dass ¢ und damit auch q
gerade Zahlen sind.

Der Bruch p/q kann durch 2 gekiirzt werden bzw. 2 ist ein gemeinsamer Teiler
von p und q. Dies ist ein Widerspruch zu unserer Voraussetzung, dass p und q
teilerfremd sind.

Die Annahme, die Behauptung wire falsch, fiihrt also zu einem Widerspruch.
Da es nur die beiden Moglichkeiten richtig oder falsch gibt, muss die Behauptung
richtig sein.
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10.4 Bestimmung von /2

1. Mit Hilfe der Intervallschachtelung kann man die Wurzel aus 2 bestimmen:

1 1<vV2<2 12 <2< 22
0,1 14<vV2<15 142 <2< 1,5?
0,01 || 1,41 <2< 1,42 1,412 < 2 < 1,422
0,001 || 1,414 < v/2 < 1,415 | 1,414 < 2 < 1,4152

2. Eine andere Moglichkeit ist es, die Potenzfunktion von /x zu benutzen:

1 1-1 1-1-3 1-1-3-5
\/H——x:1+§x— 2+ 3 - 4

52" Tt 218 T

1 1-1 1-1-3 1-1-3-5
ﬁ‘”i_2-4+2-4-6_2-4-6-8i‘”
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Quadratische Gleichungen

Es gibt 4 unterschiedliche Methoden quadratische Gleichungen zu l6sen:
1. Die quadratische Ergénzung

2. Eine verkiirzte quadratische Ergdnzung
3. Die p/q-Formel
4. Die abc-Formel

Bei der p/q-Formel treten oftmals Probleme mit dem Vorzeichen auf. Manche
Aufgaben lassen sich auch nur mit Hilfe der quadratischen Ergdnzung (oder der
verkiirzten) 16sen. Darum wird in diesem Skript in den Musterlgsungen immer
eine verkiirzte quadratische Ergénzung benutzt.

Zuerst wird kurz die binomische Formel vorgestellt, dann einfithrende Aufga-
ben und anschliefend die verschiedenen Losungsschemata. Alle Losungsschemata
beruhen auf der quadratischen Ergénzung. Die p-g-Formel und die a-b-c-Formel
haben den Nachteil, dass oft Fehler bei den Vorzeichen passieren. Darum ist im-
mer eine Probe - im eigenen Interesse - empfehlenswert.

11.1 Binomische Formeln

Die ersten beiden Binomischen Formeln spielen eine grofie Rolle bei der Losung
quadratischer Gleichungen.
(a+b)? = a®+2ab+ b
(a—b)? = a®—2ab+ b
(a+b)-(a—0b) = a*—0b
Die dritte binomische Formel ist hier nur der vollstdndigkeit halber aufgefiihrt.
Die Binomischen Formeln sind nicht der Rede Wert von , links®* nach ,rechts“. Das

konnte man jederzeit ausrechnen. Sondern die Riickrichtung: von ,rechts” nach
,»links®.
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11.2 Einfiihrende Aufgaben

Diese Aufgaben sind durch ein bisschen knobeln und raten zu l6sen.

Es gibt bei jeder Aufgabe zwei Losungen!
Jede Aufgabe bezieht sich auf eine vorhergehende.

1.

10.

11.

12.

13.

22 =4 1. Losung: 2. Losung:
2?2 =9
22 +1=10
. 2% =49

(x+2)2 =4

(r+5)2=9

(x—2)2 =49

Ll 4 dr+4=4

22+ 106+25=9

22 —Ax 4+ 4 =49

22+4r+5=5

2 4+4r+6=6

22+ 10x = —16
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Losung

1.

=4

1. Losung: x = -2, 2. Losung: z = 2

2.
=9
1. Losung x = -3, 2. Losung x = 3
3.
?4+1=10
Auf beiden Seiten 1 abziehen ergibt die Gleichung [11.2
1. Losung x = -3, 2. Losung x = 3
4.
z? =49
Wie Gleichung [[T.11
1. Losung x = -7, 2. Losung x =7
5.
(r+2)*=4
Die Klammer muss entweder 2 oder -2 grof} sein, siche Gl. (I1T)):
r+2 = £2
r+2=—-2 oder x+2=2
r=—4 oder =0
6.
(x+5)72=9
Die Klammer muss entweder 3 oder -3 gro8 sein, siche Gl. (IT.2):
r+5 = £3
r+5=—-3 oder z+5=3
r=-—8 oder z=-2
7.
(x —2)? =49

Die Klammer muss entweder 7 oder -7 groB sein, siehe Gl. (IT.4)):

r—2 = &7
r—2=-T7 oder x—2=7

rz=-5 oder =9

165
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(11.6)

(11.7)
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10.

11.

12.

13.

2 +dr+4=4 (11.8)

Dies ist eine binomische Formel. Siehe Gl. (ILH): (z +2)* =4
1. Losung x = -4, 2. Losung z = 0

2? + 10z +25 =9 (11.9)

Dies ist eine binomische Formel. Siehe Gl. (ILE): (z +5)* =9
1. Losung x = -8, 2. Losung x = -2

r? —4r 44 =49 (11.10)

Dies ist eine binomische Formel. Siehe Gl. (IL7): (z — 2)* = 49
1. Losung x = -5, 2. Losung z = 9

2> +4x+5=5 (11.11)

Wenn man auf beiden Seiten 1 abzieht, erhélt man eine binomische Formel,
siehe (Gl [LA): (z +2)? =4
1. Losung x = -4, 2. Losung x = 0

2+ 4 +6 =06 (11.12)

Wenn man auf beiden Seiten 2 abzieht, erhélt man eine binomische Formel,
siehe (GL. ILA): (z +2)* =4
1. Losung x = -4, 2. Losung z = 0

2+ 10x = —16 (11.13)

Wenn man auf beiden Seiten 25 addiert, erhélt man eine binomische Formel,
siehe (GLILA): (z +5)*=9
1. Losung x = -8, 2. Losung z = -2
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11.3 Die quadratische Erginzung

Wihrend Sie bisher nur geraten haben, soll in diesem Abschnitt ein systemati-
sches Losungsverfahren vorbereitet werden. Bei jedem systematischem Losungs-
verfahren wird die quadratische Ergénzung benutzt. Das heifit, dass man mit
Hilfe eine binomischen Formel die quadratische Gleichung so umschreibt, dass
man sie 16sen kann.

Die Herleitung erfolgt in [ Schritten:

1. Die allgemeine Form einer quadratischen Gleichung ist:

ax? +br+c=0
mit a, b, c € R.
Wir beginnen mit dem einfachsten Fall:

7’ =4 (11.14)
Diese Gleichung hat zwei Losungen! (2 und -2).
Quadratische Gleichungen konnen zwei Losungen haben!
2. Néchstes Beispiel:
2% 4 62 + 9 = 49 (11.15)

Diese Gleichung kann mit Hilfe der binomischen Formeln umgeformt wer-
den:
(x+3)> =12+ 62 +9=49

Diese Gleichung ist gelost, wenn in der Klammer 7 oder -7 steht:

(z+3)* = 49
(-7 = 49
(7> = 49

Also muss man nun untersuchen, fiir welches z steht in der Klammer 7 oder
-T:
r+3=-7 oder x+3=7] —3
r=-—10 oder x=4
Dabei erhélt man zwei lineare Gleichungen, die man auf althergebrachte
Weise 16st.

Probe:
(—10)2+6'(—10)+9: 100 — 60+ 9 =49

(42 +6-(4) +9=16+24+9 =49
Losungen fiir die Gleichung (I1.13]) sind: x = —10 und x = 4.
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3. Nun wird untersucht, wie man eine quadratische Gleichung behandelt, wenn
sie nicht direkt mit Hilfe einer binomischen Formel umwandelbar ist:

2% + 6z +2 = 42 (11.16)
die zugehorige binomische Formel mit a = 1 sieht aus:
a? + 2bx + b° = 42
Statt ,,b>“ muss das Quadrat der Hilfte von 6 stehen:
423043 = ..

Also muss man bei der Gleichung (II.I6) auf der linken und rechten Seite

7 addieren:
2+ 6r+2 = 42| +7
2 +6x+9 = 49
(x+3)? = 49

r+3=-7 oder z+3=7
z=—10 oder z =4

4. Der allgemeine Fall:
37% 4+ 18z + 15 = 135 (11.17)

Der erste Schritt um auf eine binomische Formel zu kommen ist, durch den
Vorfaktor des 22 zu teilen:

372 +18x+15 = 135 |:3
2?4+ 6x+5 = 45 |+4
> +6r+9 = 49

(x+3)* = 49

r+3=-7 oder z+3=7
z=-—10 oder =4

Dies ist das Verfahren der quadratischen Ergédnzung.

In den folgenden Abschnitten werden verschiedene Verfahren vorgestellt,
um nicht immer kompliziert die quadratische Ergidnzung suchen zu miissen.
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11.3.1 Quadratische Erginzung Ubung

Zum Losen der quadratischen Gleichung benotigt man die binomischen Formeln.
In diesem Abschnitt sollen Sie lernen, quadratische Gleichungen mit einer Zahl
so zu ergénzen, dass Sie eine binomische Formel erhalten:
Beispiel:
2 _
x° + 62 =16
Ergénzen Sie auf jeder Seite 9:

224+ 6x+9=25

Dies kann man mit Hilfe der binomischen Formel umwandeln:

(x+3)*=25
1.
22+ 10x =24
2.
22 —4x =5
3.
22+ 52 =10
4.
22 —12x =13
5.
224+ 18 =9
Losung
1.
224+ 10z + 5% =24 + 52
2.
22 —4x + 22 =5+ 22
3. ) ,
5 5
2
5 =) =10 =
x° + x+(2) +(2)
4.
2?2 — 122 + 6% = 13 + 62
5.

22+ 184+ 92 =9+ 92
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11.4 Vereinfachte quadratische Erginzung

Dies ist ein Losungsschema, welches auf der quadratischen Ergénzung beruht. Es
enthélt alle wesentlichen Schritte, aber man der Vorteil ist, dass man von ,links*
nach rechts denkt.
Beispiel:
2+ 62 —40 =0 (11.18)

Zuerst werden alle Summanden, die nur Zahlen enthalten auf die rechte Seite
gebracht, indem man sowohl auf die linke Seite als auch auf die rechte Seite 2
addiert:

2* + 62 = 40 (11.19)

Nun addieren Sie auf der rechten Seite b = 9 und schreiben die rechte Seite
direkt um:
1. Schritt: Klammer aufschreiben

( )’
2. Schritt: x und dasselbe Vorzeichen dareinschreiben!
(x+ )
3. Schritt: die Hilfte der Zahl, die vor dem x steht hereinschreiben!
(z +3)°
4. Schritt: das Quadrat von dieser Hélfte rechts addieren
(x4+3)7=40+9

Wer es genau wissen will:
In Wirklichkeit wurde eine Null addiert:

22 + 6x = 40
22 +6x + 0 = 40
22 4+6x + 9-9 = 40
(r+3)% — 9 = 40
(x+3)* = 49

r+3=-7 oder x+3=7] —3
rz=-—10 oder z+3=4
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weiteres Beispiel

322120 —15 = 0 |23
> —4r-5 = 0 | +5
> —4r = 5 | + 22
(r—2)2 = 5+2°
(x—22 = 9
r—2=-3 oder v —2=3 | +2
r=—1 oder z=5

Der Vorteil des Verfahrens ist, dass Sie die quadratische Erginzung mit Zahlen
durchfithren, die schon da stehen, da Sie erst die Hélfte des Vorfaktors von x
hinschreiben und dann quadrieren.
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11.5 Die p-q-Formel

Die p-g-Formel gibt die Losungen der quadratischen Gleichung direkt an:

4+ pr4+qg=0

p p?
= T4 /L
Ty 1 1
Beweis:
?+pr+qg = 0] —¢q
?+pr = —q | —q
Py _ (12>2
(x+2) q+ 5
2
Py _ P
(x+2) q+4
P p? P
Lo 44— £
:c+2 q+4 | 5
p p?
= T4y g+
. 2 7+
p p?
— P/ L
. 2 g 1
Beispiele:
1.
22 —8r+15=10
= -8
q 15
(—8) (—8)2
- + —15
. 2 A
8 64
——44/= 15
T 1
r=44++16 — 15
x:4:|:\/I
r=4+1
r1 = 3
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202 —3r—5=0

Zuerst muss durch den Vorfaktor geteilt werden, so dass vor dem 22 eine 1
steht:
2’ — 152 —25=0

p = —15
q = _275
<_175) \/(175)2
=— L2 (o
= T (25

2,25
x:0,75i,/’T+2,5

z = 0,75 + \/3,0625

x=0,75£1,75
ry = -1
To = 2,5

11.6 Die a-b-c-Formel

Die a-b-c-Formel erspart einem das Teilen durch den Vorfaktor.
ar? +br+c=0

. —b+Vb? — 4dac

2a

Beweis:
ar’ +br+c=0 | :a
b c c
P+-r+-=0] -
a a a
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o * dac L
2a)  (2a)?  (2a)?

< b)2 —4dac + b?
r—) =

2a (2a)?
N b\? b — dac
T+ —| = —
2a (2a)?
b b? — 4ac
ST B
"o (2a)?
Vb? — 4dac b
+—=t— | — —
2a 2a 2a
b N Vb? — 4dac
2 2a

—b+ Vb? — 4ac + b?
xr =
2a
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11.7 Tipps und Tricks

11.7.1 spezielle Gleichungen

In diesem Abschnitt lernen Sie, wie man manche quadratische Gleichungen schnel-
ler 16sen kann:
2 +4x =0

Bei dieser Gleichung kann man das x ausklammern:
x-(x+4)=0

Die Gleichung ist erfiillt, wenn z null ist, denn dann ist der 1. Faktor des Pro-
duktes null. Die Gleichung ist auch erfiillt, wenn der 2. Faktor null ist. Dann ist
der Term in der Klammer null und das Produkt ist auch null.

Also ist die Losung: © = —4 oder x = 0.

Beispiele:
1.
2* + 6z =0
z(x +6)=0
Losungen: x = 0 oder z = —6.
2.

2 =32 =0
x(r—3)=0

Losungen: x = 0 oder z = 3.



KAPITEL 11. QUADRATISCHE GLEICHUNGEN 176

11.7.2 Probe

In diesem Abschnitt lernen Sie, wie man schnell die Probe machen kann.
Angenommen, Sie haben 2 Losungen fiir eine quadratische Gleichung, wie
sieht dann die quadratische Gleichung aus?
1. Losung: ny
2. Losung: ne

(x —n1)(x —n2) =0 (11.20)

Gleichung (IT.20)) ist offensichtlich eine quadratische Gleichung. n; und ny sind
Losungen fiir z:

Wenn gilt: x = n;, dann ist die 1. Klammer null und damit das Produkt.

Wenn gilt: x = ny, dann ist die 2. Klammer null und damit das Produkt.

(z —n1)(x —ng) = 2% — mx — npx + nyng = 2% + (—1)(ng + ny) + ning
Beispiele:

1.
=2 —-3=0

Diese Gleichung soll als Losung haben: z = 3 oder x = —1. Probe:
(ny 4+ ny) = (34 (—1)) = 2 Vorzeichen umdrehen: [l
nyony =3-(—1) =531
I8N = 0

Dies stimmt mit der Gleichung iiberein.

22+ 55—14=0

Diese Gleichung soll als Lésung haben: z = 2 oder z = —7.
Probe:

(n1 +mng) = (2+ (—7)) = (—5) Vorzeichen umdrehen: +5

n1n2:2(—7):—14

Dies stimmt mit der Gleichung iiberein.

22+ 52 14 =0
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3. Achtung:
2202 + 102 — 28 =0

Diese Gleichung soll als Losung haben: z = 2 oder z = —7.

Hier funktioniert der Trick nicht, weil der Vorfaktor vor dem x? nicht 1 ist!
(=1)(n1 +n2) = (=1)(2+ (=7)) = (=1)(=5) =5

Dazu miisste man die Werte noch erst mit 2 multiplizieren!

2 —6x4+9=0

Diese Gleichung soll als Losung haben: x = 3.
Diese Losungen sind gleich!
Probe:
(n1 +n2) = (3+ 3) = 6 Vorzeichen umdrehen: — 6
Ty - Nog = 3:3=9

Dies stimmt mit der Gleichung iiberein.

11.8 Aufgaben

Rechnen Sie die nachfolgenden Aufgaben mit allen Stellen. Die Ergebnisse der
ersten Aufgaben eines Blattes sind immer ganze Zahlen, die der letzten Aufgaben
haben 4 Nachkommastellen bei den Losungen.



KAPITEL 11.
Beispiel:

Losung:

Probe:

QUADRATISCHE GLEICHUNGEN

22+ 6x—16=0

2 + 62 — 16 0
2 + 6x 16
(z +3)? 16 + 32
(z + 3)? 16 4+ 9
(z +3)? 25
r+3=-5 oder z4+3=5
rz=-—8 oder z =2
—8-2=-16

—84+2=-6

178
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Beispiel:
?—8x+7=0
Losung:
=8 +7 = 0
> -8 = =7
(x—4)? = -7+4
(x—4)? = —7+16
(z—4)? = 9
r—4=-3 oder x—4=3
r=1 oder z=17
Probe:

1-7=7
14+7=28
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Nummer 1

1.

10.

11.

12.
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22 +3x=0

22— 6x+8=0

224+ T7r4+12=0

v? — 1042 +27=0

22 —16x—17=0

22+ 1182+ 348 =0

22 +2.82 —40.29 =0

22 —3.3x —62.08 =0

22+ 1832 +83.6 =0

22— 6.07x +8.547=0

22 +1.04z — 1.5252 = 0

2?2 — 12.52 4 33.3504 = 0
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Nummer 2

1.

22 +6x+5=0
2.
22 -2 +1=0
3.
2 —4r+3=0
4.
22+ 3.87 —46.8 =0
5.
22 —53x4+6.6=0
6.
2 4+33x=0
7.
224+ 6.7 —0.68 =0
8.
22+ 242 —10.81 =0
9.
224+ 1042 +4.95=0
10.
22— 1520+ 05772 =0
11.
%2 —3.08¢ — 62.1093 =0
12.

2% 4+ 6.08x — 4.5225 = 0
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Nummer 3

1.
22 —4r+3=0

2.
2 —3x+2=0
3.
22 4+2r—15=0
4.
22 +12.3x+37.8 =0
5.
22 4+32c—-55.2=0
6.
22 4+86x—14=0
7.
22— 112429.04=0
8.
22 —222+0.85=0
9.
22 =392 —1.26=0
10.
22 —11.95z + 33.6414 = 0
11.
2% +3.36x — 0.7497 = 0
12.

2% 4+ 14.49x + 52.2644 = 0
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Nummer 4

1.
22 —Tr+12=0

2.
2249:+20=0
3.
22 +4r+4=0
4.
22 +241r —322=0
5.
22— 68r—78=0
6.
224+ 48 —49=0
7.
22 4+ 4.6z —29.52 =0
8.
22 4+ 3.20 —43.68 =0
9.
22 — 1252 +38.34 =0
10.
22+ 1.11x — 8.4832 = 0
11.
22 — 7.05x 4+ 2.9084 = 0
12.

22 +0.11z — 0.0522 = 0
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Nummer 5

1.
224+ Tr+12=0

2.
2220 +1=0
3.
224+ T7r4+12=0
4.
22 4+59x —7.7=0
5.
22 —95x4+21=0
6.
2 —11.1x 4248 =0
7.
22 —6.9x+728=0
8.
22— 2.4x — 14.56 = 0
9.
22+ 841 —0.85=0
10.
22 4+ 2.07x — 45.1008 = 0
11.
2?2 + 2442 — 61.3965 = 0
12.

22+ 5.60 — 22.1904 = 0
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Nummer 6

1.
22 4+92+20=0

2.
22+ 4 =0
3.
2 —3r—4=0
4.
22+ 0.6x —86.4 =0
5.
22 —95x4+12=0
6.
22— 1022 4+24.8 =0
7.
22 —5.4x —9.52 =0
8.
224+ 0.6z — 12.87 =0
9.
22 4+225—0.75=0
10.
22— 6.03x —21.1048 = 0
11.
%2 — 6.34x — 20.7536 = 0
12.

2?2 —3.020 — 24.3455 = 0
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11.9 Losungen

Nummer 1 Nummer 2 Nummer 3

1. (-310) 1. (-5 ]-1) 1. 311

2. (214 2. (111 2. (112

3. (-3 ]-4) 3. (1]3) 3. (-5]3)

4. (5]5.4) 4. (-915.2) 4. (-6 | -6.3)

5. (5]-3.4) 5. (213.3) 5. (61]-9.2)

6. (-6 | -5.8) 6. (0]-3.3) 6. (-10 | 1.4)

7. (-7.9 ] 5.1) 7. (-6.8]0.1) 7. (4.4]6.6)

8. (9.7 1]-6.4) 8. (-4.71]2.3) 8. (0.5]1.7)

9. (-8.8]-9.5) 9. (-9.9]-0.5) 9. (4.21]-0.3)
10. (3.85 ] 2.22) 10. (0.78 ] 0.74) 10. (4.54 | 7.41)
11. (-1.86 | 0.82) 11. (-6.49 | 9.57) 11. (0.21 | -3.57)
12. (8.64 | 3.86) 12. (-6.75 | 0.67) 12. (-6.77 | -7.72)

Nummer 4 Nummer 5 Nummer 6

1. (4]3) 1. (-3 ]-4) 1. (-5 |-4)

2. (-41-5) 2. (11 2. (0]-4)

3. (-2 -2) 3. (-41]-3) 3. (41]-1)

4. (-71]4.6) 4. (-7]1.1) 4. (9]-9.6)

5. (-1]7.8) 5. (6] 3.5) 5. (8] 1.5)

6. (51]-9.8) 6. (81]3.1) 6. (4]6.2)

7. (3.6 | -8.2) 7. (5.6 ] 1.3) 7. (-1.4 1 6.8)
8. (-84 15.2) 8. (-2.81]5.2) 8. (-3.9]3.3)
9. (5.4]7.1) 9. (0.1]-8.5) 9. (0.3 ]-2.5)
10. (2.41]-3.52) 10. (5.76 | -7.83) 10. (8.51 | -2.48)
11. (0.44 ] 6.61) 11. (6.71]-9.15) 11. (8.72 ] -2.38)
12. (0.18 | -0.29) 12. (-8.28 | 2.68) 12. (6.67 | -3.65)
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11.10 Multiple Choice - Probe iiben

Kreuzen Sie an:

22 4+100—39=0

22 +8r—20=0

22+ 120 — 28 =0

4.

r=2oderxz =25

"r=-2o0der z = —3

202 +4x —6=0

o000 Ooooo ocooog ooood

Ooooo oooOgon

xr = 3 oder x = -13
xr = -3 oder x = 13
r =3 oder x = 13

r =-3 oder z = -13

r =1 oder x = -20
xr = 2 oder x = -10
r =4 oder x = -5
r=2oderz =14

r =-2oderz =14
r = 2 oder x = -30
r=3oderz =4

xr = 2 oder x =-14

2% 4 3z — 10
224+ 102 + 7
2?2+ 7z — 10
2?2 — 7z + 10

2?2+ 52 +6
> +1+6
22 —bxr+6
22 —6x+5

r=-1loderz =06
r=1oder x =-3
r =2 oder x = -3
r=2oderx =2
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11.11 Multiple Choice - Probe iiben

Kreuzen Sie an:

1. Zu Aufgabel |
2+ 10x —39=0

2. Zu Aufgabell
x°+8r —20=0

3. Zu Aufgabeld
r°+ 122 —28 =0

XOOO OO0OXO OobO0OR

4. Zu Aufgabe @
r=2o0derx =25

5. Zu Aufgabe [
r=—2oder z = —3

6. Zu Aufgabe )
20" +4r —6=0

OO0OXO OO00OKXK XOOO

188

— Losung

r = 3 oder x = -13
r = -3 oder xr = 13
r =3 oder x = 13

r = -3 oder x = -13

r =1 oder x = -20
xr = 2 oder x = -10
r =4 oder x = -5
r=2oderz =14

r =-2oder z =14
r = 2 oder x = -30
r=3oderz =4

xr = 2 oder x = -14

2% 4+ 3z — 10
22+ 102 + 7
2?2 4+ 7z — 10
2?2 — Tz + 10

22+ 52 +6
224+ +6
2 —5r+6
x> —6x+5

r=-loderz =06
r=1oder x =-3
r=2oder x =-3
r=2oder x =2
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11.12 Zahlenritsel

Aufgabe 11.1
Bestimmen Sie die Zahl, deren Produkt mit sich selbst 9 ist.
(Losung siehe Seite [T90]).

Aufgabe 11.2

Das Produkt einer Zahl mit der um drei verminderten Zahl ist 18. Bestimmen
Sie die Zahl.

(Losung siehe Seite [[90).

Aufgabe 11.3

Bestimmen Sie Losungen: Das Produkt einer um drei vergrofierten Zahl mit der
Zahl selbst ist 88.

(Losung siehe Seite [T90).

Aufgabe 11.4

Bestimmmen Sie Losungen: Das Produkt einer um drei verminderten Zahl mit
der um zwei vergroferten Zahl ist 50.

(Losung siche Seite [[97]).

Aufgabe 11.5

Bestimmen Sie Losungen: Das Produkt einer um drei verminderten Zahl mit dem

Dreifachen der um drei vergroflerten Zahl ist 336.
(Losung siehe Seite [[97]).
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11.13 Losungen zu den Zahlenrétseln
Zu Aufgabe: I1.1]

2 = 9

rz=-3 oder x =3

Die Zahl lautet entweder -3 oder 3.

Zu Aufgabe:
Die Zahl: T
Die um drei verminderte Zahl: = — 3

z(r—3) = 18

> =3z = 18
(r—15)% = 20,25
r—15 = £45
rz=-3 oder =6

Probe:
(=3)-(—6) =18
6-3=18

-3 und 6 ergeben sind jeweils Losungen.

Zu Aufgabe:
Die Zahl: x
Die um 3 vergroflerte Zahl: x + 3

z(r+3) = 88
22 +3zx = 88
(x+15)?2 = 9025

r+15 = =95

r=—11 oder =28

Probe:
(=11)-(—8) =88

8-11 =88

-11 und 8 sind Losungen.
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Zu Aufgabe: 11.4
Die Zahl: x
Die um 3 verminderte Zahl: = —3
Die um 2 vergréflerte Zahl: x4+ 2

(x—=3)(x+2) = 50
2?42 —-32x—-6 = 50
2’ —x—-6 = 50
?—xr = 56
(r—05)> = 56,25
r—050 = %75
r=—7 oder z=28

Probe:
(—10) - (=5) =50

5-10 =50

Die Zahlen -10 und 5 sind jeweils Losungen.

Zu Aufgabe:
Die Zahl: x
Die um 3 verminderte Zahl: = —3
Die um 3 vergroflerte Zahl: =+ 3

(x—3)-3(x+3) = 336
3(x—3)(z+3) = 336
(x—=3)(z+3) = 112
-9 = 112

2 = 121

r=—11 oder x =11

Probe:
—14.- -8 =112
8-14 =112
Die Zahlen -14 und 8 sind Losungen.
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Kapitel 12

Spezielle Gleichungen

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns mit speziellen Gleichungen, die zu qua-
dratischen Gleichungen umgewandelt werden. An spezielle Losungsverfahren der
quadratischen Gleichung Seite in Kapitel [T.7 sei ausdriicklich erinnert. Wer-
den hier aber nicht noch einmal beschrieben.

12.1 Bruchgleichungen

Wenn Sie eine Gleichung mit einem Bruch haben, dann 16sen Sie diese Gleichun-
gen am einfachsten, wenn Sie mit dem Hauptnenner multiplizieren:

%x = 4 | -3 Hauptnenner ist 3
2r = 12 | :2
r = 3

Genauso konnen wir Gleichungen l6sen, wenn ein x im Nenner steht:

II—O +5 = 7.z Hauptnenner ist x
10+52z = Tx | —bz
10 = 2z | :2
5 = o

12.1.1 Wurzelgleichungen

Wurzelgleichungen sind von der Form:
vVer+l=x-1

Man 16st solche Gleichungen, indem man die Wurzel auf eine Seite bringt und
dann beide Seiten quadriert:

192
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1. Beispiel:

ve+l=z-1

Unter Anwendung der binomischen Formel fiir die rechte Seite
(a —b)? = a® — 2ab + b? erhilt man:

= r+1 = 22-2x+1 | —x

1 = 22-3z+1 | -1

0 = 22—3x | umstellen

=3z = 0 | ausklammern
z(r—3) = 0

r=0 od. =3

Nun mufl man noch die Probe machen, denn durch das Quadrieren kann es
sein, dass man Losungen erhilt, welche keine sind (siehe S. [2.1.]).

Probe:

(a) Fallz =0
Vi+T=v1=1
0-1=-1
1 ist keine Losung.

(b) Fall z =3

V3+tl=vVi=2
3-1=2
3 ist eine Losung.

In diesem Fall gibt es eine Losung: x = 3.
2. Beispiel:

vVer+3=z+1

Unter Anwendung der binomischen Formel fiir die rechte Seite
(a+b)? = a® + 2ab + b* erhilt man:

= r+3 = 22+2r+1 | —x
3 = 2*4+z+1 | -1
2 = 2*+=x | umstellen
>+ = 2 | quadratische Ergénzung
(z+05)?2 = 225
2 405=-15 od z+05=15 | 0,5

r=-2 od. z=1

Nun mufl man noch die Probe machen, denn durch das Quadrieren kann es
sein, dass man Losungen erhilt, welche keine sind (siehe S. I2.1.1]).
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Probe:

(a) Fall z = —2
Ve T

241=-1

1

Die Seiten sind ungleich.

(b) Fall z = 1
VIit3=V4=2
1+1=2

In diesem Fall gibt es eine Losung: 1.

Beispiel:

=

ver—1=x+1

Unter Anwendung der binomischen Formel fiir die rechte Seite
(a+b)? = a® + 2ab + b* erhilt man:

24+ 2r+1 |
?+r+1 |
2+ |
9 |
—1,75

In diesem Fall gibt es keine Losung.

Beispiel:

3r — 8
—8

—12

2 —Tx
(r — 3,5)?

=

r—35=-0,5 od.
=23 od.

—x
—1

umstellen

quadratische Ergénzung

V3x —8=x—2

Unter Anwendung der binomischen Formel fiir die rechte Seite
(a —b)* = a® — 2ab + b? erhilt man:

22 —dr +4
22— Tr +4
2?2 — Tx
—12

0,25
xr—35=0,5
r=4

| —3x
| —4
| umstellen
| quadratische Ergénzung

| +3,5
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Nun mufl man noch die Probe machen, denn durch das Quadrieren kann es
sein, dass man Losungen erhilt, welche keine sind (siehe S. T2.1.T]).

Probe:
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(a) Fallz =4
V3 4—8=4=2
4—-2=2
r = 4 ist eine Losung.
(b) Fall z =3
V33 8=vI=1
3—2=1

xr = 3 ist eine Losung.
5. Beispiel:

Vr=3r-5

Unter Anwendung der binomischen Formel fiir die rechte Seite
(a —b)? = a® — 2ab + b* erhilt man:

a = 3z
a> = 92°
b = =5
¥ = 25
2ab = 2-3x-(-H)
= —30z
r = 92 —30x+25 | -z

0 = 922 —29x+25 | umstellen
922 — 292 +25 = 0

Diese Gleichung hat keine Losung.

Wie kann es sein, dass man durch das Quadrieren mehr Zahlen als vermeint-
liche Losungen erhélt, als tatsédchlich Losungen vorhanden sind?
Stellen Sie sich vor, dass auf der linken Seite eine -1 steht und auf der rechten

Seite eine 1:

—1 | quadrieren
1

[N

1
1

Bei der obersten Zeile sind die Seiten nicht gleich. Aber durch das Quadrieren
werden die Seiten gleich. Darum muss man immer die Probe machen, wenn man

quadriert hat, um zu sehen, welche der Zahlen Loésungen sind.
Quadrieren ist keine Aquivalenzoperation (<), sondern nur: =.
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12.2 Kubische Gleichungen

Kubische Gleichungen sind Gleichungen, deren hichste Potenz die drei ist:
23 +52° =20 4+3=0

Diese Gleichungen sind (in der Schule) im Normalfall nicht allgemein zu l6sen.
Es gibt nur eine Ausnahme, wenn die einzelnen Zahl null ist, so dass Sie ein x
ausklammern kénnen:

2422 -2 = 0

v-(*+2-2) = 0

Da stellt sich die Frage, wann ein Produkt null sein kann.
Die Anwort ist einfach: Ein Produkt ist dann null, wenn mindestens einer der
Faktoren null ist.

Dieser wichtige Satz (weil wir ihn oft benutzen werden) hilft uns bei der
Losung:

1. Fall: der erste Faktor ist null.
Der erste Faktor ist nur das z.
Also ist die Gleichung erfiillt, wenn z = 0.

2. Fall: der zweite Faktor ist null.
Dies fiihrt uns auf eine quadratische Gleichung;:

?rr—2 = 0
2+ = 2
(r+05)* = 225

r+05=-15 od. z+0,5=+1,5
r=-2 od. z=1

Die Losungen der Aufgabe sind: # = —2 oder z = 0 oder x = 1.

12.3 Quartische Gleichungen

In diesem Abschnitt werden spezielle Gleichungen (4. Grades und mehr) betrach-
tet, die man auf quadratische Gleichungen zuriickfithren kann.
Allgemeine Gleichungen, die eine 4. Potenz enthalten kann man nicht 16sen!
Beispiel:
at —ba? +4=0
Eine Gleichung 4. Grades kann man eigentlich nicht ohne Gliick oder ein Néhe-

rungsverfahren mit dem Computer 16sen. Doch bei dieser Gleichung kann man
das z? ersetzen (substituieren):
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2=’
22 —5244=0

Diese Gleichung hat als Losung: z = 1 oder z = 4.
Jetzt muss noch x bestimmt werden. Dazu erhalten wir bis zu 4 Gleichungen:

1. Fall z = 1:
2 z
2 1
r=—-1 od. z=1
2. Fall z = 4:
22 z
72

r=-2 od. z=2

Die Gleichung: 2* — 52% + 4 = 0 hat also 4 Losungen:

8 8 &8 8
I
—_

Solche Gleichungen 4. Grades kénnen keine, eine, zwei, drei oder vier Losungen
haben.
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12.4 Awufgaben

Aufgabe 12.1

Die Fliche eines Rechtecks betrigt 96 cm?. Wenn man die kleinere Seite um 2 cm
vergrofert und die groflere Seite um 3 cm verkleinert, dann ist der Flacheninhalt
104 cm?. Wie lang sind die Seiten?

(Losung siehe Seite 200).

Aufgabe 12.2
Ein Gerét ist in einem Stromkreis (220 Volt) vorhanden. Wenn man ein 2. Gerét
seriell dazuschaltet mit 6 Ohm (6 2), dann sinkt die Stromstéarke um 24 Ampere.
Wie grof ist der Widerstand des 1. Geriites und wie grof} ist die Stromstérke nur
mit dem 1. Gerdt?
Die Spannung bleibt in beiden Féllen 220 Volt.
Benotigte Formeln:

U Spannung in Volt

R Widerstand in Ohm

I Stromstérke in Ampere

(Losung siche Seite 20T]).
Aufgabe 12.3
Das Volumen zweier Zylinder betriigt 60 cm?®. Der zweite Zylinder hat eine 5 cm?
groflere Grundflache und dafiir eine um 2 cm kleinere Hohe.
Bestimmen Sie die Grundflache und Hohe der beiden Zylinder.
(Losung siehe Seite 202]).
Aufgabe 12.4
Der Umfang eines Rechtecks sei 16 cm und die Fliiche sei 15 cm?. Wie lauten die
Seitenldngen?
(Losung siehe Seite 203]).
Aufgabe 12.5
Auf einer Party erzéhlt jemand, dass eine Busfirma fiir eine Fahrt 540 Euro
bekommt. Weil aber nun 9 Teilnehmer krank geworden sind, kostet die Fahrt fiir
jeden Teilnehmer 3 Euro mehr.

Wieviele Teilnehmer waren es urspriinglich und wie war der urspriingliche
Preis fiir jeden Teilnehmer?
(Losung siehe Seite 203]).
Aufgabe 12.6

z* — 102" — 96 = 0
(Losung siehe Seite 205]).
Aufgabe 12.7
at + 827 +15=0

(Losung siehe Seite 205]).
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Aufgabe 12.8
z* — 1322 +36 =0

(Losung siche Seite 206]).
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12.5 Losung

Zu Aufgabe: 12.1]

Gesucht sind zwei Seiten, also benotigt man auch zwei Gleichungen.
a: kleinere Seite b: groflere Seite

Die Fliche eines Rechtecks betriagt 96 cm?:

a-b=96 (12.1)
oder 96
a= n (12.2)

Wenn man die kleinere Seite um 2 cm vergréflert und die groflere Seite um 3 cm
verkleinert, dann ist der Flicheninhalt 104 cm?:
a+2: kleinere Seite um 2 cm vergréfert  b—3: grolere Seite um 3 cm verkleinert.

(a+2)(b—3) = 104 (12.3)
Auflésen von Gl. (I2.3) ergibt:
ab—3a+2b— 6 = 104 (12.4)
Einsetzen von Gl. (IZ1)) in Gl. (I12.4) ergibt (ab = 96):
96 —3a+20—6 = 104| —96

“3a+20—-6 = 8| +6
30420 = 14 (12.5)
Einsetzen von Gl. (12.2) in Gl. (I2.5) ergibt:
-3 % +20=14
2
—g +20=14

Bruchgleichungen 16st man, indem man mit dem Hauptnenner multipliziert. Der
Hauptnenner ist b:

— 4o = 14 | b
—288+20° = 14b | +288
20° = 14b+ 288 | —14b
20— 14b = 288 |2
-7 = 14
(b—35)2 = 144+1225
(b-35)?% = 15625

b—35=—-125 oder b—35=125 | 43,5
b=-9 oder b=16

Die negative Losung wird verworfen, da eine Seitenldnge nicht negativ sein kann.
Die kleinere Seite ist dann 6 cm groff und die groflere Seite ist 16 cm grof.
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Zu Aufgabe:
Aus dem Text lassen sich zwei Gleichungen finden:
Gesucht sind zwei Groflen, also bendtigt man auch zwei Gleichungen.
R:  Widerstand von Gerit 1
I:  groflere Seite
Die Spannung betrédgt 220 Volt:

R-1=220 (12.6)
oder 990
R= - (12.7)

Wenn R um 62 erhoht wird, sinkt 7 um 24 A:
R+6: R um 62 erhoht
I —24: I sinkt um 24 A

(R + 6)(I — 24) = 220 (12.8)
Auflésen von Gl. (I2.8) ergibt:
RI — 24R + 61 — 144 = 220 (12.9)
Einsetzen von Gl. (I2.6]) in Gl. (IZ9) ergibt (RI = 220):

220 — 24R + 61 — 144 = 220 | — 220
—24R+6I —144 = 0| 4144

“24R+ 6] = 144 (12.10)
Einsetzen von Gl. (I27) in Gl. (IZI0) ergibt:
22
—24-70—1-6[: 144
2

Bruchgleichungen 16st man, indem man mit dem Hauptnenner multipliziert. Der
Hauptnenner ist I:

2046 = 144 | I
—5280 + 61% = 1441 | +5280
612 = 1441 +5280 | —1441
612 — 1441 = 5280 | 6
I =241 = 880
(I-12)2 = 880+ 144
(I-12)2 = 1024
I—12=-32 oder I —-12=32 | 412

I =-20 oder [ =44

Die Stromstérke betriagt 44 A und der Widerstand 5 €). Bei der negativen Losung
sind die Pole vertauscht.
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Zu Aufgabe: 12.3]
Aus dem Text lassen sich zwei Gleichungen finden:

Gesucht sind zwei Groflen, also bendtigt man auch zwei Gleichungen.

G: Grundfliche des 1. Zylinders
h:  Hohe des 1. Zylinders
Das Volumen betrigt jeweils 60 cm?:

G-h =060
oder 60
G:%

Wenn G um 5cm? erhoht wird sinkt A um 2 cm:
G +5 G um 5cm? erhoht
h —2: h sinkt um 2cm
(G+5)(h—2) =60
Auflosen von Gl. (I2Z.I3)) ergibt:

Gh —2G 4 5h — 10 = 60

Einsetzen von Gl. (I2Z.I1)) in Gl. (I2.14) ergibt (Gh = 60):

60 —2G +5h—10 = 60 | — 60
—2G+5h—10 = 0 | +10
—2G +5h = 10

Einsetzen von Gl. (I2Z12) in Gl. (IZI3) ergibt:

60

—2.-— +5h=10
h+
120

e h=1
3 +5 0

202

(12.11)

(12.12)

(12.13)

(12.14)

(12.15)

Bruchgleichungen 16st man, indem man mit dem Hauptnenner multipliziert. Der

Hauptnenner ist A:

—20 45, = 10 |
—120 +5h* = 10h |
5h? = 10h+120 |
5h? —10h = 120 |
h?—2h = 24
(h—1)2 = 2441
(h—1)2 = 25

h—1=5 oder h—1=-5 |
h=6 oder h=—4

+120
—10h
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Die Hohe h kann nicht negativ sein.

Die Hohe des 1. Zylinders ist 6 cm.

Die Grundfliche G des 1. Zylinders ist dann 10 cm? (GI. [2.12).
Die Hohe des 2. Zylinders betragt 4 cm.

Die Grundfliche des 2. Zylinders betriigt 15 cm?.

Zu Aufgabe: 12.4]
Die Fliiche des Rechtecks betriigt 15 cm?:

a-b=15 (12.16)
Der Umfang betrégt 16 cm:

2(a+0b) =16
a+b=238
a=8—1b (12.17)
Gl. [217 eingesetzt in Gl. ergibt:
(8—b)-b=15

8—b)-b = 15

8h— b2 =
0> +8 =
b2 —8h =
(b—4)? =
(b—4)? =

b—4=-1 od.
b=3 od.

15

15 |
—15
—15+16
1

b—d=1 |
b=5

+4

Wenn b 3 cm lang ist, dann ist a 5cm lang.
Wenn b 5cm lang ist, dann ist a 3 cm lang.
Die Seiten des Rechtecks sind 3 c¢cm und 5 cm.

Zu Aufgabe:

Gesucht sind zwei Seiten, also benotigt man auch zwei Gleichungen.
x: die urspiingliche Anzahl der Teilnehmer
y: der urspriingliche Preis pro Teilnehmer
Der Preis berechnet sich folgendermaflen:
Anzahl der Teilnehmer - Preis pro Teilnehmer = Preis des Busses

x -y = 540

oder

(12.18)

(12.19)
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Wenn 9 Teilnehmer weniger sind, dann wird der Preis pro Teilnehmer um 3 Euro

erhoht:
x —9: 9 Teilnehmer weniger
y+ 3: der Preis pro Teilnehmer erhéht sich um 3 Euro.
(x —9)(y + 3) =540
Auflosen von Gl. (I2:20) ergibt:
xy 4+ 3x — 9y — 27 = 540
Einsetzen von Gl. (I218) in Gl. (IZ21) ergibt (xy = 540):

540 4+ 3x — 9y — 27 = 540 | — 540
3r—9y—27 = 0| +27

3v—9y = 27
Einsetzen von Gl. (I219) in Gl. (IZ22) ergibt:
540
3. 20 gy =27
Y
1620
2 gy =97
Y

(12.20)

(12.21)

(12.22)

Bruchgleichungen 16st man, indem man mit dem Hauptnenner multipliziert. Der

Hauptnenner ist y:

TR 9y = 27 |

1620 — 992 = 27y |

-9y = 27y — 1620 |

—9y? —27y = —1620 ]

v’ +3y = 180 y
(y+1,5)% = 180+ 1,5
(y+1,5)2 = 180+2,25

(y+1,5)2 = 182,25

y+15=—-135 oder y+15=135 |
y=—15 oder y=12

540 540

=2 45
T T

Die negative Losung wird verworfen. Der urspriingliche Preis fiir jeden Teilnehmer

war 12 Euro.
Die urspriingliche Teilnehmeranzahl waren 45 Teilnehmer.

Die neue Teilnehmeranzahl sind 36 Teilnehmer, die jeweils 15 Euro bezahlen

miissen.
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Zu Aufgabe: 12.6!
2t — 1022 — 96 =0

Substitution:
2 z
4 L2
22—-102—-96 = 0
22—-102 = 96
(z—5)? = 121
z—5H=—11 od. z—5=11
z=—6 od. z=16
Riicksubstitution:
1. z=-6

= —6

Dazu lasst sich kein x bestimmen, da aus einer negativen Zahl keine Wurzel
gezogen werden darf.

2. =16
2 = 16
r=—4 od. v=4
Die Losungen fiir « sind: x = —4 oder x = 4.

Zu Aufgabe: 12.7
'+ 82 +15=0

Substitution:
2 z
4 2
22482+15 = 0
224+8: = -—15
(z4+4)? = 1

z+4=—-1 od. z2+4=1
z=-=5 od. z=-3

Riicksubstitution:
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1. z=-5

22 =-5

Dazu lasst sich kein « bestimmen, da aus einer negativen Zahl keine Wurzel

gezogen werden darf.

L z2=-3

2 = -3

Dazu lasst sich kein « bestimmen, da aus einer negativen Zahl keine Wurzel

gezogen werden darf.

Die Gleichung hat keine Losungen fiir x.
Zu Aufgabe: 12.8

2t — 1322436 =0

Substitution:

2 p—

4 f—

22— 132436 =

22132z =

(z — 7) =

(2 — 5) =

(z — 7) =

13 5)
z — ? = —5 Od.
8
z = 5 od.
z=4 od.
Riicksubstitution:
1. 2=14
72
r=—2
2. 2=9
72
r=-3

Die Losungen fiir x sind: © = —3 oder z = —2 oder x = 2 oder = = 3.

0

—36
169
~36+ ——

4
144 169
4

4
25

od. =3



Kapitel 13

Quadratische Funktionen

In diesem Kapitel werden quadratische Funktionen und quadratische Gleichungen
behandelt.

Der Begriff der Funktion wird vertieft, indem die Graphen der Funktionen
,verschoben* werden. Dies entspricht einer Koordinatentransformation. In Wirk-
lichkeit benutzen Sie ein neues Koordinatensystem. Das wird aber nicht ndher
betrachtet.

13.1 Einfiihrung

Quadratische Funktionen sind von der Form:
f(z)=ax* +bx+c ,

wobei a, b und c fiir reelle Zahlen stehen (a # 0).

Die Graphen quadratischer Funktionen sind Parabeln, die entweder nach oben
oder nach unten gebogen sind (siche Abb. und Abb. [[3.3). Dies héngt nur
von dem Vorzeichen von ,,a“ ab, also der Zahl vor dem 2.

e Wenn a positiv ist, ist die Parabel nach oben getffnet.
e Wenn a negativ ist, ist die Parabel nach unten gedfinet.

Quadratische Funktionen kommen in der Natur vor als gleichméfig beschleunigte

Bewegung (ein Stein fillt ohne Luftreibung), Wasser aus einem Gartenschlauch,
schiefer Wurf eines Steines usw. Manchmal werden auch Briicken mit einem pa-
rabelférmigen Bogen abgestiitzt.

207
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20 1! 20 §
10 L 10 1
>
> O
-10 + 4
20 + 4

Abbildung 13.2: Die Nor- ?elf{l;ﬂ(ritlje e ﬁo?;mag fral}lar;i
malparabel: f(z) = z? '

fw) =~
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Abbildung 13.4: Wurf  eines Steines:
flx) = -2+ 4o +1
Der Stein wird aus 1 m Hoéhe geworfen und
landet nach ca. 4,2m.

Beispiel: Ein Wurf eines Steines kann beschrieben werden durch (siehe Abb. [3.4):
flx)=—a2*+4x+1
Typische Aufgabenstellungen sind:

e Wo trifft der Stein auf den Boden auf:
Die Frage nach den Nullpunkten, also wo schneidet der Graph die x-Achse:

0=—2*+4z+1

—2*44r+1 = 0
2?—4r—1 = 0
2 —dr = 1
(x—27 = 1+4
(x—2? = 5

t—2=+5 oder x—2=—-V5] +2
r=2++5 oder 2 =2-+5

Die negative Losung kommt nicht in Frage. Der Stein trifft nach ca. 4,2m
auf den Boden.
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e Wo ist der hochste Punkt des Wurfes? Gesucht ist der Scheitelpunkt.

mitny  24V642-V6 4

S, = =
2 2 2

f(2)=-2°+4-241=-4+8+1=5
Der Scheitelpunkt ist bei (2/5).

e Wie ist die Abwurfhohe? Also wie lautet der y-Wert zu x = 07
f(0)=1

e Wenn eine Person den Ball in 1,5m Hohe fangen will, wo muss Sie dann
stehen? — Hier wird ein y-Wert gegeben (Hohe) und gesucht sind dann die
zugehorigen x-Werte.

15=—a?+4x+1

—*+4x+1 = 15 | —1
—r*+4x = 05 | (—1)
?—4z = —05 | q. E.
(x—22 = -05+(-2)
(x—22 = -05+4
(r—2)* = 35
r—2=-187 od. z-2=187 | +2
r=0,13 od. x=387 | +2

Die Person muss entweder bei 0,13 m oder bei 3,87 m stehen.

e In 1,5 m Entfernung steht eine 4,5 m hohe Mauer. Fliegt der Stein iiber die
Mauer? — Hier wird ein x-Wert (Entfernung) gegeben und ein zugehdoriger
y-Wert gesucht.

f(15)=—15"+4-15+1=4,75
Der Stein fliegt in einer Hohe von 475 cm - 450 cm = 25 cm iiber die Mauer.

e Wann steigt die Funktion und wann fillt die Funktion? — Wann nimmt
der Gewinn zu, wann ab. Wo steigt man den Berg hinauf, wo geht man
hinunter?

Bis zu einer Entfernung von 2m steigt der Ball (Scheitelpunkt). Danach
fallt er zum Erdboden.
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13.2 Parameter der quadratischen Funktion

In diesem Abschnitt sollen Sie die Auswirkungen der Parameter a, b und ¢ auf
den Graphen der Funktion lernen.

f(z) =ar* + bz +c

13.2.1 Der Parameter a

Das Vorzeichen von a entscheidet dariiber, ob der Graph der Funktion nach oben
(a positiv) oder nach unten gedffnet (a negativ) ist:

15+ Y 15+ Yy
10+ 104
5+ 5+
| | | | | [ | | | | | | | |
[ I I I I I I I [ I b pe N I I I
4-3-2-1s0 1 2 3 4 -4 -3 '—15,[1 1 3 4
10+ 104
15 15 \
Abblldung 13.5: Die Normalparabel: Abblldung 13.6: Die Normalparabel:
f(z) = a2 f(@) = —a?
a=1 a=-1

Wenn a grofler wird, dann wird der Graph der Funktion immer enger und
schmaller. Eine Streckung liegt vor bei |a| < 1. Eine Stauchung liegt vor bei
la| > 1:

15Y 15y 151V 151V
10 10 10 0
) 3 o O
X X X X
-4 -250 2 4 -4 -250 2 4 -4 -250 2 4 -4 -250 2 4

Abbildung 13.7: Abbildung 13.8: Abbildung 13.9: Abbildung 13.10:

f(z) = 0,527 fz) =a? fz) = 1,507 flz) =227
a=0,5 a=1 a=15 a=2
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13.2.2 Der Parameter b

Der Einfluss des Parameters b ist schwieriger einzuschen (siche Abb. [3.11)).
Wir bestimmen als erstes den Scheitelpunkt von der Funktion

f(z) =az® + bz +c

ar*+br+c = 0 | —c
ar’* +br = —c | :a
?+2r = ¢
z+2)? = -2+ 5

g o= B/ -Et

- _b [_c b
€r = Qai a+4a2

Der x-Wert des Scheitelpunktes ist bei z = — £, da S, = m412,
Je grofler b wird, desto weiter ,,links* liegt der Scheitelpunkt.

b b? b
f(——) = CL@ — b% +c

bV B

Wenn jetzt die Ortskurve fiir den Scheitelpunkt gesucht wird, so wird z durch
— L ersetzt (siehe auch Abb. [311).

g(x) = —ax® +c

13.2.3 Der Parameter c

Wenn ¢ verdndert wird, dann bleibt die Form des Graphen erhalten, aber der
Graph wird entlang der y-Achse nach oben oder unten verschoben:

f(z) =az® + bz +c
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10+
20+

B0+ glr) = =227

-40--

Abbildung 13.11: Die Verdnderung des Scheitelpunktes: von links
nach rechts:

f(x) =222 + 62

f(x) =222+ 32

f(z)=22*+x

f(x) =22% — 3x

f(x) =222 — 6x

Dazu ist die Ortslinie der Scheitelpunkte eingezeichnet:

g(z) = =222

Alle Kurven schneiden sich in (0|c).

15+ Y 15+
\ 10+ / 104
\\\ 577 /1 5%
\ \\ | \/"" | \ | |
\ T x \ X
-4 3555&;///5 4-4 -2 4
10 10+ 10+
-15—+— -15+ -15+
fla) =a® -5 f(z) = a? flx) =a®+5
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13.3 Der Scheitelpunkt

Jede Parabel ist ein nach unten oder oben gebffneter Kelch. D. h. jede Parabel
hat einen hochsten oder tiefsten Punkt. Den nennt man den Scheitelpunkt. Der
Scheitelpunkt gibt das Maximum oder Minimum der Funktion an.

13.3.1 Einfiihrung
f(z) =2% -6z +8

f ist eine nach oben geoffnete Parabel. Gesucht ist also der kleinste Punkt.

13.3.2 Scheitelpunkt und Nullstellen

Die Parabel ist symmetrisch um die zur y-Achse Parallele durch den Scheitel-
punkt. Also bestimmen wir die Nullstellen und in der Mitte dazwischen ist dann
der Scheitelpunkt, wenn es denn die Nullstellen gibt.

Bestimmen der Nullstelle:

> —6x+8 = 0
> —6x = -8
(r—3)?* = —-8+9
(x—3)7? = 1 (13.1)

z—3=—-V1 oder z—-3=+V1
2=3-+1 oder z=3++1
r=2 oder z=4
Der x-Wert des Scheitelpunktes (.S,) ist die Mitte zwischen den Nullstellen:
ny+ny 442
2 2
f(3)=3"-6-3+8=-1
Wenn es keine Nullstellen gibt, so ist das auch kein Problem, der Scheitelpunkt
14t sich auch dann sehr einfach berechnen:

Sy = 3

f(x) =az®+ bz +c

1. Teilen Sie durch den Vofaktor von z2: a

2. Nehmen Sie die Hilfte des Vorfaktors von dem z: 2

5o+ Das ist das, was in
die Klammer kommt.

3. Andern Sie das Vorzeichen: 5
S, = ——
2a

Den zugehorigen y-Wert erhalten Sie durch Einsetzen.
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13.3.3 Die Scheitelpunktsform

Bei der Scheitelpunktsform nutzt man die Tatsache, dass man den Scheitelpunkt
bei manchen Funktionen direkt ablesen kann z. B. [[3.1k

f(z) = (x —3)*>+5 Scheitelpunkt bei: (3]5)

Das Quadrat, also der Term: (z — 3)? ist immer groBer oder gleich null. Selbst
wenn im Quadrat etwas negatives steht, ist das Quadrat wieder positiv.
f(x) ist also am kleinsten, wenn der Term: (z—3)? null wird. Der Scheitelpunkt
ist also bei (3]5).
Wie formt man nun eine beliebige Gleichung dahin um?
1. Beispiel:
f(z) =2% -6z +8

Quadratische Ergénzung, bzw. Ergénzung einer Null: fette Null®
flx)=2>—6x+9—-9+38

flx)= (2> —62+9)—9+38
flz)=(2*—6x+9) -1

Anwenden der binomischen Formel:

Scheitelpunkt ist bei (3]-1).
2. Beispiel:
f(z) =22" — 122 + 16

Ausklammern der 2
f(z) = 2[z* — 6z + 8]

Nun erfolgt die Rechnung wie oben: Quadratische Ergéinzung, bzw. Erginzung
einer Null:
flz)=2[2* -6 +9—9+§]

f(z) =2[(z* — 62 +9) — 9+ 8]
f(z) =2[(2* — 62 +9) — 1]

Anwenden der binomischen Formel:
flz) =2[(x —3)* —1]

Ausmultiplizieren!!!
f(z) =2(z —3)* -2

Scheitelpunkt ist bei (3]-2).



KAPITEL 13. QUADRATISCHE FUNKTIONEN 217

oder:
f(x) =22 — 122 + 16

Ausklammern der 2
f(z) = 2[z* — 62] + 16

Nun erfolgt die Rechnung wie oben: Quadratische Ergénzung, bzw. Ergénzung
einer Null:
f(z) =2[2* — 62 +9— 9]+ 16

Anwenden der binomischen Formel:
f(z) =2[(x —3)* - 9] + 16

Ausmultiplizieren!!!
f(z)=2(x —3)>—18+16
f(z) =2(x—3)* -2
Scheitelpunkt ist bei (3]-2).



KAPITEL 13. QUADRATISCHE FUNKTIONEN 218

13.4 Anwendungen — Physik

13.4.1 Senkrechter Wurf

Bei einem senkrechten Wurf werden zwei Bewegungen iiberlagert:

1.
2.

Der freie Fall nach unten.

Der Wurf durch den Werfer nach oben.

Am Anfang iiberragt die Wurfgeschwindigkeit nach oben die Erdanziehungskraft.
Darum fliegt der Ball nach oben. Spéter dann {iberwiegt die Erdanziehungskraft
und der Ball féllt nach unten:

-1
S(t) = 797&2 + Uot + So

Die positive Richtung ist nach oben gewéhlt.
s(t) ist die Hohe des Balles iiber dem Erdboden.
so ist die Wurfhohe.

g ist die Erdbeschleunigung: 9,81m/s2.

t ist die Zeit in Sekunden.

vo ist die Anfangsgeschwindigkeit.

Beispiel:
Ein Mann wirft den Ball senkrecht nach oben und l&8t ihn in 1,50 m Hohe los (sg
= 1,50m). Der Ball hat eine Anfangsgeschwindigkeit von 2m/s (vy = 2m/s).
g sei Ndherungsweise hier 10m/s?.

Dann gilt:

1.

-1
s(t) = —- 1062 + 2t + 1,5

Bestimmen Sie die hochste Hohe des Balles
Gesucht ist der Scheitelpunkt:

~10
s(t) = T152+2t+1,5

= —5*4+2t+15

= —5[t* — 0,4t — 0,3

= —5[(t —0,2)* — 0,04 — 0,3]
= —5[(t—0,2)* —0,34]

= —5(t—02)* 41,7

Der Ball erreicht nach 0,2s die hochste Héhe mit 1,7 m.
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2. Wie lange ist der Ball in der Luft?
Gesucht ist die Nullstelle:

0 = —5t°42t4+15
0 = t*—04t—-0,3
0,3 = t*—0,4t
0,34+0,04 = (t—0,2)?
0,34 = (t—0,2)
+0,58 = t—02
t = 024058

Hier zahlt nur die positive Losung. Nach 0,78 Sekunden trifft der Ball auf
den Boden auf.

Warum gibt es zwei Losungen, oder welchen physikalischen Sinn hat die
negative Losung?

Angenommen, der Ball wéire vom Boden hochgeworfen worden, durch die
Luft geflogen und der Messbeginn (Starten der Stoppuhr) wire bei ¢t = 0
erfolgt, dann ist in diesem Zeitsystem der Ball 0,38 Sekunden vor Beginn
der Messung hochgeworfen worden und 0,78 Sekunden nach Beginn der
Messung wieder auf dem Boden gelandet.
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13.5 Bestimmen einer quadratischen Funktion

Die allgemeine Form der quadratischen Funktion lautet:

f(z) =az® + bz +c

Dies beinhaltet drei zu bestimmende Variablen. Um diese zu bestimmen be-
noétigt man drei Gleichungen. Diese erhélt man durch drei Punkte.
Beispiel:
Bestimmen Sie die quadratische Funktion, die durch die folgenden Punkte geht:
Einsetzen der Punkte ergibt drei Gleichungen:

f2)=a2>+2b+c=15

f(=2)=a(-2?*-2b+c=7
f(3)=a3*+3b+c=32

4a + 2b + ¢ = 15
4da — 20 + ¢ = 7
9a + 3b + ¢ = 32

Lésen ergibt: a =3, b =2 und ¢ = —1.

flz) =32 +20 1
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13.6 Arbeitsbliatter
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13.6.1 Briicke

Abbildung 13.12: FEine Briicke
mit  parabelférmigen  Pfeilern
iiber einer Autobahn.

Eine Briicke mit parabelférmigen Pfeilern fiihrt tiber eine Autobahn (siehe
Abb. [[3.12). Die Funktion der Pfeiler sei geschétzt mit:

2
= —— 30
Y 151‘ +
1. Bestimmen Sie die Hohe der Briicke.
Der Spalt zwischen der Unterkonstruktion und der Briicke soll dabei 2m
betragen.

2. Bestimmen Sie den Abstand der Pfeiler auf dem Boden.

3. Bestimmen Sie die Lange der zwei kleinen Stiitzpfeiler, die die Briicke mit
dem parabelférmigen Unterbau verbinden. Nehmen Sie dazu an, dass die
Stiitzpfeiler jeweils 10 Meter von der Mitte der Autobahn entfernt sind.

4. Ein Spezialtransport soll iiber die Autobahn gefithrt werden. Der Aufbau
des Transporters ist 5m hoch. Wie weit entfernt von der Mitte darf der
Transporter maximal fahren?
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13.6.2 Briicke — Losung

1. Zu Aufgabe: [l Bestimmen Sie die Hohe der Briicke. Der Scheitelpunkt (der
héchste Punkt der Briicke ist bei 2 = 0.

2
0)=——-0%4+30=30
fO) = -7z 0°+

Da der Spalt 2m betragen soll ist die Briicke 32 m hoch.

2. Zu Aufgabe: 2l Bestimmen Sie die Breite der Pfeiler auf dem Boden.

—242430 = 0 | (-2)
29225 = 0 | 4225
2 = 225

r=—15 oder =15

Die Pfeiler kommen bei z = -15m, bzw. x = 15m in den Boden. D. h. sie
sind 30 m weit auseinander.

3. Zu Aufgabe: Bl Die Hohe der Unterkonstruktion, 10 m entfernt von der Mitte
berechnet sich folgendermaflen:

2 50
10) = ——10°+30 = — ~ 16.7

Die Briicke selbst ist 32m hoch. Also sind die Stiitzpfeiler ca. 15,3 m lang:

50 40
32— —=—=153
3 3 ’

4. 7Zu Aufgabe: @ Wann hat die Unterkonstruktion die Hohe von 5m?

—22*+30 = 5 | -30
-2 = =25 | :(—-2)
2 = 1875

r=—13,6 oder 13,6
In dem Beispiel ist aus Sicherheitsgriinden abgerundet worden, weil beim
Aufrunden, der Transporter zu weit nach links fahren diirfte.

Der Transporter darf maximal mit seiner &ufleren Ecke 13,6 m von der Mit-
tellinie (nach links oder rechts) entfernt sein.
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13.6.3 Der Basketballwurf

Bei einem Basketballspiel kam es zu einem Foul und nun zu einem Freistof. Ein
1,80 m grofler Basketballspieler mochte aus 4,35 m Entfernung einen Korb (3,05 m
Hohe) werfen. Dabei wirft er den Ball von seiner Stirn weg.

Die Ballbahn ist eine Wurfparabel.

Um besser zu treffen wirft der Spieler den Ball sehr hoch, so dass der Ball in
4,50 m Entfernung vom Spieler auf den Boden fillt.

1.

Nehmen Sie an, dass der Spieler im Koordinatenursprung steht und bestim-
men Sie aus den drei Punkten eine Funktionsvorschrift fiir die Ballbahn.

Zum Vergleich:
f(z) = —4,582* + 20,22z + 1,8

Bestimmen Sie den hochsten Punkt des Wurfes.

In welcher Entfernung vom Werfer ist der Ball 2m {iber dem Boden?

. Vor dem Werfenden hat sich ein anderer Basketballspieler (Abwehr) in

50 cm Entfernung aufgebaut. Wie grofl muss der Abwehrspieler sein, um
den Ball abzuwehren?

. Wie veréandert sich die Lage des Scheitelpunktes, wenn ein gréflerer Spieler

den Ball wirft (Korb und Auftreffpunkt sollen gleich bleiben)?
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13.6.4 Der Basketballwurf — Losung

1. Entfernungen sind x-Werte, Hohenangaben y-Werte. Die drei Punkte lau-
ten:
(0]1,80) — Der Spieler steht im Koordinatenursprung (x = 0) und wirft den
Ball von der Stirn also aus 1,8 m Hohe.
(4,35|3,05) Die Entfernung des Korbes ist 4,35 m, dessen Hohe 3,05 m. (4,5/0)
Die Hohe des Bodens ist Om. Die Entfernung vom Spieler laut Aufgabe
4,5m.

Einsetzen in die allgemeine Parabelgleichung ergibt:

f(z) = ax® + bz +c

a-0? + b-0 4+¢c = 18
a-435> 4+ b-435 +c = 3,05
a-452 + b-45 4+c = 0
Ausrechnen ergibt:
a = —4,58
b = 20,22
c = 18

Damit gilt:
f(z) = —4,582* + 20,22z + 1,8

2. Gesucht ist der Scheitelpunkt des Wurfes. Dazu bestimmen wir erst die

Nullstellen.
—4.5822 420,22z +1,8 = 0 | —1,8
—4.582% +20,22z = —1,8 | :(—4,58)
22— 441z = 0,39 |
(r —2,205)2 = 0,39+ 4,86
(r —2205)> = 525

r—2,205=-229 od. x—2205=229 | 42,205
r=—0,085 od. x=4,497

Der Scheitelpunkt ist bei x = 2,206.
£(2,205) = 24,12
Der hochste Punkt des Balles ist bei (2,206]24,12).

Eine andere Methode ware:
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Der Unterschied kommt durch die vielen Rundungen bei der Berechnung
der Nullstelle.

3. Gefragt ist nach einem x-Wert, gegeben ist ein y-Wert:

—4,582% +20,22x +1,8 = 2
—4,582% 420,222 — 02 = 0
Tr =

=440 od. —0,01

Der Ball wire 1cm vor dem Baskeballspieler und ist in 4,4 m Entfernung
2m iiber dem Boden.

£(0,5) = 10,8

Der Abwehrspieler muss 10,8 m hoch sein. Er hat keine Chance.

5. Wir suchen Extremwerte:
Angenommen der Spieler wire so grofy wie der Korb, dann ldge der Schei-
telpunkt in der Mitte zwischen dem Spieler und dem Korb z = 2,175 m. Bei
einem 1,80 m groflen Spieler liegt der Scheitelpunkt bei x = 2,205.

Der Scheitelpunkt riickt an den Werfer, wenn ein groflerer Werfer genommen
wird.

Der Scheitelpunkt verlagert sich immer mehr zum Korb, je kleiner der Spie-
ler ist.
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13.6.5 Zahlensumme

In diesem Arbeitsblatt soll untersucht werden wie man schnell die Summe der
Zahlen von 1 bis n berechnet:
Z.B. : Die Summe der ersten 4 Zahlen:

1+24+3+4=10

Um die Summe zu berechnen gibt es einen Trick! Man stellt die Summenglieder
um:

14243+4=1+4+243=(1+4)+(24+3)=5+5=5-2
oder:
14243444546 = 146 + 245 + 3+4 = (1+6)+(243)+(3+4) = 7T+7+7 =173

Wenn man nun die Summe der Zahlen von 1 bis 100 berechnen will geht man
genauso Vor:
Man addiert die 1. und letzte Zahl = 101
Man addiert die 2. und vorletzte Zahl = 101
USw.
14+2+...4+99+ 100 =101 + 101 + ...

Die Frage ist nur wie oft? Nun, da immer zwei Zahlen zusammengenommen wur-
den, nimmt man genau die Hélfte der Anzahl. Es sind 100 Zahlen:

100

Oder als Formel:

. 1
14 4n=(@mt1).tonntl (13.2)
2 2
Z.B. : Die Summe der ersten 6 Zahlen:
6-6
1+2+34+4+5+6=—=21
Die Summe der ersten 7 Zahlen (21 + 7 = 28)
7-8
1+424+3+4+54+46+7=— =28

1. Berechnen Sie, wieviele Zahlen man addieren muss, damit die Summe 210
ist.

2. Berechnen Sie, wieviele Zahlen man addieren muss, damit die Summe grofier
ist als 70.
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13.6.6 Zahlensumme — Losung

1. Zu Aufgabe: [

n-(n+1) — 9210
n-(n+1) = 420
n*+n = 420 | qE
(n+05)?2 = 42040,
(n+05)2 = 42025

n+0,5=20,5 oder n+0,5=-205 | —0,5
n=20 oder n=-21

Wenn man die Zahlen von 1 bis 20 addiert, ist die Summe 210.

2. Zu Aufgabe:
n-(n+1)

5 =70
n-(n+1) = 170
n4+n = 170 | qE
(n+0,5)* = 70+0,?
(n+05)? = 7025
n+0,5=838 oder n+05=-838 | —0,5

n="7,.88 oder n=—8288

Wenn man die Zahlen von 1 bis 8 addiert, ist die Summe grofler als 70.
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13.6.7 Der Brunnen

Sie stehen an einem Brunnenrand und wollen wissen wie tief der Brunnen ist. Zur
schnellen Vermessung nehmen Sie einen Stein und werfen ihn in den Brunnen und
zéhlen die Sekunden bis Sie den Aufprall héren. Mit dieser Zeitspanne wollen Sie
nun die Tiefe des Brunnens abschétzen.

Die Zeit zwischen dem Fallenlassen des Steines und dem Horen des Aufpralls
betragt 3 Sekunden.

1. Ndherung Nehmen Sie an, dass der Stein im ,freien Fall* fillt. Also ohne
Luftreibung. Dann ,sagt die Physik“, dass Sie die Falltiefe mit folgender
Formel berechnen kénnen:

1
— _gt?
S 29

s:  zuriickgelegter Weg in Meter
t:  Zeitdauer des Falles in Sekunden
g:  Erdbeschleunigung: ca. 9,81 m/s?

2. Ndherung Nehmen Sie an, dass Sie unmittelbar, wenn der Stein auf den Boden
des Brunnnens fillt, den Aufprall horen. Die Geschwindigkeit des Schalles
wiére in diesem Fall sehr groff. (Sie konnen auch sagen, dass Sie nach 3
Sekunden den Aufprall sehen.)

Bestimmen Sie nun die Falltiefe.

3. Nidherung Die Schallgeschwindigkeit soll diesmal beriicksichtigt werden. Sie
ist konstant und betriagt 343 m/s.

Diesmal ist die Fallzeit und die Schalllaufzeit unbekannt. Benennen Sie die
Fallzeit mit t; und die Schalllaufzeit mit ¢,. Wenn Sie die Zeiten hétten
konnten Sie damit die Falltiefe des Steines und die Entfernung ausrechnen,
die der Schall zuriickgelegt hat.

Sie kennen die Summe von ¢; und t,. Damit erhalten Sie dann drei Glei-
chungen mit drei Unbekannten (s, ¢; und ¢5). Das kénnen Sie l6sen.

Neugierde Bei einer Gesamtzeit von 3 Sekunden ist die Fallzeit des Steines deut-
lich grofer als die Schalllaufzeit. Bei welcher Brunnentiefe ist denn die
Schalllaufzeit gleich der Fallzeit? Bzw. ab welcher Brunnentiefe ist die Fall-
zeit geringer als die Schalllaufzeit?
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13.6.8 Der Brunnen

Sie stehen an einem Brunnenrand und wollen wissen wie tief der Brunnen ist. Zur
schnellen Vermessung nehmen Sie einen Stein und werfen ihn in den Brunnen und
zéhlen die Sekunden bis Sie den Aufprall héren. Mit dieser Zeitspanne wollen Sie
nun die Tiefe des Brunnens abschétzen.

Die Zeit zwischen dem Fallenlassen des Steines und dem Horen des Aufpralls
betragt 3 Sekunden.

1. Ndherung Nehmen Sie an, dass der Stein im ,freien Fall* fillt. Also ohne
Luftreibung. Dann ,sagt die Physik“, dass Sie die Falltiefe mit folgender
Formel berechnen kénnen:

1
— _gt?
S 29

s:  zuriickgelegter Weg in Meter
t:  Zeitdauer des Falles in Sekunden
g:  Erdbeschleunigung: ca. 9,81 m/s?

2. Ndherung Nehmen Sie an, dass Sie unmittelbar, wenn der Stein auf den Boden
des Brunnnens fillt, den Aufprall horen. Die Geschwindigkeit des Schalles
wiére in diesem Fall sehr groff. (Sie konnen auch sagen, dass Sie nach 3
Sekunden den Aufprall sehen.)

Bestimmen Sie nun die Falltiefe.

Losung
Die Tiefe des Brunnens ist gerade die Entfernung, welche der Stein im freien
Fall zuriickgelegt hat.

1
= —gt?
5=39

1 m 9
=5 9,813—2 (125)

~ 700 m
Bei dieser Niherung ist der Brunnen 700 m tief.

3. Nidherung Die Schallgeschwindigkeit soll diesmal beriicksichtigt werden. Sie
ist konstant und betriagt 343 m/s.

Diesmal ist die Fallzeit und die Schalllaufzeit unbekannt. Benennen Sie die
Fallzeit mit ¢; und die Schalllaufzeit mit ¢5. Wenn Sie die Zeiten héitten
konnten Sie damit die Falltiefe des Steines und die Entfernung ausrechnen,
die der Schall zuriickgelegt hat.

Sie kennen die Summe von ¢; und ¢3. Damit erhalten Sie dann drei Glei-
chungen mit drei Unbekannten (s, t; und ¢5). Das konnen Sie 16sen.
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Sie erhalten drei Gleichungen mit drei Unbekannten:

Gesamtzeit = t1 + to

3:5925%

s = 34319
Dies 16sen Sie indem Sie eine Gleichung mit einer Unbekannten erzeugen.

1.Schritt:
Sie setzen die beiden letzten Gleichungen gleich:

s=5
Lo
 gt? = 3431,
2
ty eliminieren Sie, indem Sie die Gesamtzeit (3 Sekunden) benutzen:
3=11+1t
t2 = 3 - tl
Eingesetzt ergibt dies:

1

§gt§ =343(3 —t1)
1

5gzﬁ = 1029 — 3431,

1
3 gt? +343t; = 1029

Dies ist eine quadratische Gleichung mit der Variablen t¢;.

Wenn Sie diese Gleichung l6sen erhalten Sie:
ty = =73 oder t; = 2,9.
Die negative Losung verwerfen Sie, da eine positive Fallzeit gesucht wurde.

Die Schalllauftzeit ist dann dementsprechend 0,1s. Und der Brunnen ist
dann 343m/s-0,1s = 34,3 m tief.

Neugierde Bei einer Gesamtzeit von 3 Sekunden ist die Fallzeit des Steines deut-
lich grofer als die Schalllaufzeit. Bei welcher Brunnentiefe ist denn die
Schalllaufzeit gleich der Fallzeit? Bzw. ab welcher Brunnentiefe ist die Fall-
zeit geringer als die Schalllaufzeit?

Losung
Wenn die Fallzeit gleich der Schalllaufzeit ist gilt: ¢; = t5. Gesucht ist die
Gesamtzeit: T.
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Dann verdndert sich die quadratische Gleichung;:

1 /T\? T

P 43 = =102

29(2)+332 029
2

1 T
S g 17157 = 1029
59y T

1
3 gT?*+171,5T = 1029

Die Losung der quadratischen Gleichung ist dann:
T ~ —146 oder T = 5,6.

Wenn die Gesamtlaufzeit 5,6 Sekunden betrégt, dann ist die Fallzeit gleich
der Schalllaufzeit.

Wenn die Gesamtlaufzeit weniger als 5,6 Sekunden betréigt, dann ist die
Fallzeit langer als die Schalllaufzeit.

Wenn die Gesamtlaufzeit mehr als 5,6 Sekunden betrégt, dann ist die Fall-
zeit kiirzer als die Schalllaufzeit.

Das liegt daran, dass die Geschwindigkeit des Steines sich (ohne Luft) immer
weiter vergrofert und die Schallgeschwindigkeit immer gleich bleibt.
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13.6.9 Funktionen zuordnen

Of(z) =—(z+3)*+10  Of(z)=Va Of(x) =2(z—3)
Of(z) =vx—2-3 Of(z)=(x—3)+5 0Of(x)=2(x—-2)*-5
Of(z) =—-10(x —3)2+10 Of(x)=(x+3)?>-5 Of(x)=—-2x—-2)+5
Of(x) =05(x+2)?-10 Of(x)=(x—3)*+5 Of(x)=2>+5
Of(z)=5 af(z) =—x Of(z)=—(x—3)*=5
Of(x) =3z —2
y
5 1y 20 +
2 15 1
i 10+
5
—— =
250 2 4% 4 2.0 2 4%
3] 2047
y
27 -20 2 4
1 3 6,9 1215 x 40
ol -1 -60
0 2 46 8x 2 -80
-100
101" 51" 1047
8
6
4
2
2,0 2 4\67%
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13.6.10 Funktionen zuordnen — Losung

y
> TY 20 |
2 15 +
15
10 +
10
5
——0T—F—=
X 4 2. 0 2 aX
2¢ 2 4 5 P
f@)=(x—=3)%+5 fx)=22+5
y
3+ 201Y
2+ X
20 2 4
17 3 6,0 1215 x -40
o -1 -60
o
0246 8x -80
-100
f(x) = —10(x — 3)% + 10
104Y
8
6
4
2
2,0 2 4\67%

f(@) =~z



KAPITEL 13. QUADRATISCHE FUNKTIONEN 235

13.6.11 Fliche unter einer Geraden

Mit diesem Arbeitsblatt lernen Sie eine geometrische Anwendung kennen: Die
Fléache unter einer Geraden soll berechnet werden.

1. Zeichnen Sie die Gerade f(x) = 3x. Bestimmen Sie die Fliche unter der
Geraden geometrisch

(a) von 0 bis 1
(b) von 0 bis 2
(c) von 0 bis 3

(d) von 0 bis x

Stellen Sie eine Funktion auf, die die Flidche von 0 bis x (null bis x) angibt.

2. Berechnen Sie nun die Fliche unter der Geraden f(x) = 6x von 0 — 4.
(Lsg.: 48);

3. f(x) = 3x. Berechnen Sie die Fliche, die die Gerade mit der x-Achse ein-
schlieft von 0-6 und 0-3.
Wie grof ist die Flache von 3-67

4. Welche Fliche schliefit die Funktion f(x) = 7x mit der x-Achse ein von 2-87
Stellen Sie erst die Flachenfunktion auf!
Fliache = A(8) - A(2)
(Lsg.: 210)

5. Welche Fliche schlieBt die Funktion f(x) = 7x mit der x-Achse ein von
(-2) — 27 Wie muss man rechnen, wenn man die Fliche bestimmen will?
Man kann nicht einfach A(2) - A(-2) rechnen. Das ist namlich 0.

Definition: A(x) ist die Fliche von x = 0 bis zum x-Wert.
Also: A(2) ist die Fldche von x = 0 bis x = 2.

Oder: A(5) ist die Flache von = 0 bis x = 5.

Oder: A(-3) ist die Fliche von z = —3 bis x = 0.
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y
20 |
15 |
10 1
57 )

A2

0 ! !

o 2 %4 *

f(z) =3

Wie grof ist die Fliache des
Dreiecks, wenn die Grund-
seite x lang ist?

y
20 +
15 |
10 +
°1 (x)
A2
0 :
p 2 X4 %
f(z) =6z

Wie grof} ist die Flache des
Dreiecks, wenn die Grund-
seite x lang ist?

y
20 +
15 +
10 +
5 4
Al f(x)
0 5 X
0 2 4
flz) =4

Der Graph der Funktion ist
eine zur x-Achse parallele
Gerade.

Wie grof§ ist die Flache
des Rechtecks, wenn eine
Grundseite x lang ist?

y

20 1

15 1

10 1

57 f(x)
Al

o —
o 2 X g *

flz)=3

236
y
20 +
15 +
10 +
A2
°F (x)
fa) Al |
Y ' X
b 2 4 X
flz)=3x+4

Wie groff ist die Flache
von Al und A2, wenn die
Grundseite x lang ist?

y
20 +
15 +
10 +
1/ A2
° f(x)
Al ‘ ‘
Jo 2 X4 X

flx) =6z +3

Der Graph der Funktion ist
eine zur x-Achse parallele
Gerade.

Wie grof§ ist die Flache
des Rechtecks, wenn eine
Grundseite x lang ist?

Wie grofi ist die Flache
von Al und A2, wenn die
Grundseite x lang ist?
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Regel 1: Wenn f(z) = ma +b gilt, dann ist die Flichenfunktion die Summe
aus dem ,,Dreieck” und dem ,Rechteck®: A(z) = 0.5mz? + bz

Regel 2: Gesucht ist die Fliche von f(x) = mx + b von d — e. Bestimme
A(x) und die Nullstelle von f(x): x,,.

e 1. Fall Liegt x,, zwischen d und e:
Bestimme dann: F = |A(d) - A(z,)| + [A(z,) - A(e)]

e 2. Fall Liegt x,, nicht zwischen d und e:
Bestimme dann: F = |[A(d) - A(e)|.
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1. Welche Fliche schliefit die Funktion f(x) = 7x + 2 mit der x-Achse ein von
4 - 67
A(z) =
Nullstelle von f(x)
A(6)
A(4)
A(xy) =
(Lsg.: 74)

2. Welche Fliche schlieBt die Funktion f(x) = 2x + 3 mit der x-Achse ein von
4 - 67
A(z) =
Nullstelle von f(x)
A(6)
A(4)
A(zy,) =
(Lsg.: 26)

3. Welche Fliche schlieBt die Funktion f(x) = 4x + 2 mit der x-Achse ein von
(-4) - 67 (Lsg.: 109)
A(x) =
Nullstelle von f(z) =
A(6)
A(—4)
A(zy) =

4. Welche Fléche schliefit die Funktion f(x) = 6x + 3 mit der x-Achse ein von
(-4) — 67 (Lsg.: 163,5)
A(z) =
Nullstelle von f(x)
A(6)
A(—4)
A(zy,) =

5. Welche Flache schlieit die Funktion f(x) = 6x - 3 mit der x-Achse ein von
(-4) — 67 (Lsg.: 151,5)
A(x) =
Nullstelle von f(z) =
A(6) =
A(—4) =
A(zy,) =
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13.6.12 Fliche unter einer Geraden — Lésung

1. Zeichnen Sie die Gerade f(x) = 3x. Bestimmen Sie die Fliche unter der
Geraden von x=0 — x=1, 0-2, 0-3, 0—x.
Intervall Flédche

0-1 3/2
0-2 6
0-3 13,5

0-x 1,522
Stellen Sie eine Funktion auf, die die Flidche von 0 bis x (null bis x) angibt.
Ax) = 222

2. Berechne nun die Fliache unter der Geraden f(x) = 6x von 0 — 4.
A(x) = Sa?, A(4) = 48

3. f(x) = 3x. Berechne die Fliche, die die Gerade mit der x-Achse einschlieBt
von 0-6, 0-3.
Wie grof§ ist die Flidche von 3-67
A(x) = %xQ
(a) Flache von 0 — 6: A(6) = 54
(b) Fléche von 0 — 3: A(3) = 13,5
(c) Flache von 3 —6: A(6) - A(3) = 40,5
4. Welche Fliche schliet die Funktion f(x) = 7x mit der x-Achse ein von 2-87
Ax) = 122
F=A(®)-A(2)=35(64-4) =210
5. Welche Fliche schlieBt die Funktion f(x) = 7x mit der x-Achse ein von
(-2) — 27 Wie muss man rechnen, wenn man die Flache bestimmen will?

Man kann nicht einfach A(2) - A(-2) rechnen. Das ist namlich 0.
Also muss man die Nullstelle von f bestimmen. Und die Flachen dann ad-

dieren.
A(x) = a2
F=A(-2) + A(2) =28

Definition: A(x) ist die Fliche von x = 0 bis zum x-Wert.
Also: A(2) ist die Fldche von x = 0 bis x = 2.

Oder: A(5) ist die Flache von = 0 bis x = 5.

Oder: A(-3) ist die Fliche von z = —3 bis x = 0.
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y
20 +
15 +
10 +
51 )
A2
o 2 X4 %
f(x) =3z
Das Dreieck hat die Flache:
3
Az) = 51’2
y
20 +
15 +
10 +
51 ()
fal A2 I
o 2 X4 ”
f(z) = 6x
Das Dreieck hat die Flache:
6
Ax) = 591;2

y
20 +
15 +
10 +
5 1
Al f(x)
0 5
0 2 4
flz)=4
Die Rechtecksflache:
Ax) = 4z
y
20 +
15 +
10 +
57 f(x)
/a) Al I I
o 2 X4 X
f(x) =3

Die Rechtecksflache:

A(z) = 3z

240

20 +

15+

10 {

A2

f(x)
Al

D

flz)=3x+4
Die Flache von Al und A2:

Az) = §x2 + 4x

2
y
20 +
15 +
10 +
1/ A2
> F(x)
Al ‘ ‘
Jb 2 X4 X

f(z)=6x+3
Die Flache von Al und A2:

Ax) = g:vQ + 3z

e Regel 1: Wenn f(z) = ma + b gilt, dann ist die Flichenfunktion die
Summe aus dem , Dreieck” und dem ,Rechteck®: A(x) = 0.5maz? + bx

e Regel 2: Gesucht ist die Fliche von f(z) = maz + b von d — e. Bestimme
A(x) und die Nullstelle von f(x): x,,.

— 1. Fall Liegt x,, zwischen d und e:
Bestimme dann: F = |A(d) - A(z,)| + |A(z,) - A(e)|

— 2. Fall Liegt x,, nicht zwischen d und e:
Bestimme dann: F = |A(d) - A(e)].
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1. Welche Fliche schlieit die Funktion f(x) = 7x + 2 mit der x-Achse ein von

4- 67

A(x) = 12+ 22
Nullstelle von f(x) = -2/7

A(6) — 138

A(4) - o4

A(xy) = uninteressant

F=A(6) — A(4) = 138 — 64 = 74

2. Welche Fliche schlieit die Funktion f(x) = 2x + 3 mit der x-Achse ein von
467

A(x) = 2243
Nullstelle von f(z) = -1,5

A(6) = 54

A(4) = 28

A(zy) = uninteressant

F = A(6) — A(4) = 54 — 28 = 26

3. Welche Fliche schlieBt die Funktion f(x) = 4x + 2 mit der x-Achse ein von
(-4) — 67
In dem zu untersuchenden Bereich hat die Funktion eine Nullstelle.
(4x + 2 =0, x = -0,5).

A(z) = 2%+ 2z

Nullstelle von f(x) = -0,5 — zwischen (-4) und 6
A(6) = 84

A(—4) = 24

A(z,) = A(~05) = -05

F = [A(6) - A(-0,5)] + [ A(-0,5) - A(-4)| = |(84) - (-0,5) + |(-0,5) - 24| =
84,5 + 24,5 = 109

4. Welche Fléche schlieBt die Funktion f(x) = 6x + 3 mit der x-Achse ein von

(-4) - 67
A(x) = 32*+ 3z
Nullstelle von f(x) = -0,5 — zwischen (-4) und 6
A(6) ~ 126
A(—0,5) — 0,75
A(—4) ~ 36

F'=1]A(6) - A(-0,5)] + | A(-0,5) - A(-4)]
F = 126,75 + 36,75 = 163,5
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5. Welche Flache schlieBt die Funktion f(x) = 6x - 3 mit der x-Achse ein von

(-4) — 67
A(x) = 32% -3z
Nullstelle von f(x) = 0,5 — zwischen (-4) und 6
A(6) — 90
A(—4) — 60
A(0,5) = 0,75

F = |A(6) - A(0,5)] + | A(0,5) - A(-4)|
F=1515
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13.6.13 Sparplan ohne Zinseszins

Sie zahlen in einen Sparplan immer den gleichen Betrag ein. Der einfachheithalber
sind es 1000 Euro, die Sie am Anfang des Jahres einzahlen. Die Zinsen (4 %)
werden nicht wiederangelegt (thesaurierend) sondern ausgezahlt. Sie haben also
keinen Zinseszinseffekt.

Im folgenden soll diese Sparplanvariante untersucht werden nach folgenden

Fragestellungen:
1. Wieviel Geld haben Sie eingezahlt nach n Jahren?
2. Ab welchem Jahr {ibersteigen die Zinsen einen bestimmten Betrag?
3. Wieviele Zinsen wurden Thnen insgesamt ausbezahlt nach n Jahren?
4. Wie lange miissen Sie sparen, bis eine bestimme Zinssumme insgesamt aus-
bezahlt wurde? — z. Bsp.: 1000 €7
1. Wieviel Geld haben Sie eingezahlt nach n Jahren?
Nun, diese Fragestellung ist leicht zu beantworten: Sie zahlen jedes Jahr
1000 Euro ein:
1. Jahr: 1000€
2. Jahr:  2000€
3. Jahr:  3000€
4. Jahr:  4000€
n. Jahr: n - 1000€
2. Ab welchem Jahr iibersteigen die Zinsen einen bestimmten Betrag?
Am Ende des jeweiligen Jahres bekommen Sie die Zinsen ausbezahlt:
Jahr DBetrag Zinsen
1 1000 € 40€
2 2000€ 80€
3 3000€ 120€
4 4000 € 160€
n n-1000€ n-40€
3. Wieviele Zinsen wurden Ihnen insgesamt ausbezahlt nach n Jahren?

Beispiel: Wieviele Zinsen hat man nach 3 Jahren ausbezahlt bekommen?
Die Zinsen von der Einzahlung vom 1. Jahr: 3 - 40 €= 120€

Die Zinsen von der Einzahlung vom 2. Jahr: 2 - 40 €= 80€

Die Zinsen von der Einzahlung vom 3. Jahr: 1 - 40€= 40€

Die Summe betrigt:

3-40€+2-40€+1-40€=3+2+1)-40€=6-40€ =240€

Allgemein in n Jahren gilt dann:
Die Zinsen von der Einzahlung vom 1. Jahr: n - 40€
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Die Zinsen von der Einzahlung vom 2. Jahr: (n-1) - 40 €

Die Zinsen von der Einzahlung vom 3. Jahr: (n-2) - 40 €

Die Zinsen von der Einzahlung vom n. Jahr: (n- (n-1)) - 40€=1-40€
Die Summe S betragt:

S=n-40€+(n—-1)-40€+..+2-40€+1-40€

S=(1+4+2+..4+n)-40€

siche Gleichung
g_ (n+1)

-40€
2

4. Wie lange miissen Sie sparen, bis eine bestimme Zinssumme insgesamt
ausbezahlt wurde? — z. Bsp.: 100 €7

w 40€ = 1000€
n-(n+1) = 25
n4n = 25
(n+05))* = 2525

n+05~ —502 od. n+0,5~5,02
n~ —>552 od. n=~4,52

Man muss ca. 4,5 Jahre sparen.
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13.7 Multiple Choice Aufgaben
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13.7.1 Multiple Choice - quadratische Funktionen

Kreuzen Sie alle richtigen Antworten an:

1. Eine Gleichung der keine Losung fiir ¢ < 0.
Form 22 = ¢ hat ... eine Losung fiir ¢ = 0.
immer eine Losung.
eine Losung fiir ¢ # 0.
2. Der Graph der ist nach oben geoffnet.
Funktion f ist nach unten geoftnet.
schneidet die x-Achse zweimal.
f(z) = %xQ —3r—1 ist symmetrisch zur y-Achse.

hat ein Maximum.

3. Der Graph der
Funktion f

ist nach oben gedftfnet.

ist nach unten gedoffnet.

schneidet die x-Achse zweimal.

ist eine nach rechts verschobene Normalparabel.
ist eine nach links verschobene Normalparabel.
hat seinen Scheitelpunkt bei (32).

hat seinen Scheitelpunkt bei (23).

fl@)=(z-3)"+2

4. Der Graph der
Funktion f

ist nach oben gedftnet.

ist nach unten gedtffnet.

hat den Scheitelpunkt rechts von der y-Achse.
hat den Scheitelpunkt links von der y-Achse.

o000 ocoouooono Ooooboo ood

f(z) = —22°—62—2
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13.7.2 Multiple Choice - quadratische Funktionen — Losung

Bei den Hinweisen gilt:
f(z) =az®+ bz +c

1. Zu Aufgabe[d]

Eine Gleichung der X keine Losung fiir ¢ < 0.
Form 22 = ¢ hat ... X eine Losung fiir ¢ = 0.
O immer eine Losung. 22 = —1
O eine Losung fiir ¢ # 0. 22 = (—2)? =4
2. Zu Aufgabe
Der Graph der X ist nach oben geoffnet. a > 0
Funktion f O ist nach unten geofinet.
] X schneidet die x-Achse zweimal.

f(z)==a*-32—1 f(0) <0, f nach oben geoftnet.
2 O ist symmetrisch zur y-Achse.
f(1)=-=35, f(-1)=25

O hat ein Maximum. f hat ein Minimum.

3. Zu Aufgabe 3
Der Graph der
Funktion f

ist nach oben gedffnet. a > 0

ist nach unten geoftnet.

schneidet die x-Achse zweimal.

flx) = (x—3)*+2 S ist iiber der x-Achse, und f ist nach oben offen.

00X

X ist eine nach rechts verschobene Normalparabel.
O ist eine nach links verschobene Normalparabel.
X hat seinen Scheitelpunkt bei (3|2).
O hat seinen Scheitelpunkt bei (2|3).
4. Zu Aufgabe [

Der Graph der O ist nach oben gebfinet.

Funktion f X ist nach unten gedffnet. a < 0
O hat den Scheitelpunkt rechts von der y-Achse.

f(z) = —22° 622 X hat den Scheitelpunkt links von der y-Achse.

f ist nach unten gedffnet, f(0) = —2,
f(=1) = 2 von links kommend fillt die Funktion.
f(1) = —10 von links kommend féllt die Funktion.
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13.7.3 Multiple Choice - quadratische Funktionen

Kreuzen Sie alle richtigen Antworten an:

1. Eine quadratische O hat manchmal eine Symmetrieachse.
Funktion der Form O hat immer eine Symmetrieachse.
O hat entweder keine oder zwei Nullstellen.
f(z) = az® +br+c O hat den Scheitelpunkt bei x = —b/2a.
O hat den Scheitelpunkt bei x = b/2a.
. Eine quadratische O a<0,und c>0.
Funktion der Form O a<0,undc<0.
O a>0,und c> 0.
f(x) = az® +br +c O a>0,und c<0.
hat zwei Nullstel-
len, wenn
. Die Nullstellen 0O sind symmetrisch zur y-Achse.
einer quadratischen O sind symmetrisch zum Scheitelpunkt.
Funktion mit zwei O lassen sich immer als Bruch angeben.
Nullstellen und O lassen sich durch zwei reelle Zahlen angeben.
a=1: O ergeben als Produkt c.
O ergeben als Produkt b.
f(z) =2 +bx +c
O Wenn a grofler wird, wird die Funktion flacher.
O Wenn a gréfer wird, wird die Funktion steiler.
f(x) = az® +br +c O Wenn ¢ groBer wird, wird f(z) nach oben verschoben.
O Wenn ¢ grofler wird, wird f(x) nach unten verschoben.
O Wenn b gréfer wird, wird der
Scheitelpunkt nach links verschoben.
O Wenn b gréfer wird, wird der

Scheitelpunkt nach rechts verschoben.
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13.7.4 Multiple Choice - quadratische Funktionen — Losung

Bei den Hinweisen gilt:
f(z) =az®+ bz +c

. Zu Aufgabe[d]

Eine quadratische O hat manchmal eine Symmetrieachse.
Funktion der Form X hat immer eine Symmetrieachse.
O hat entweder keine oder zwei Nullstellen.
f(x) = az® +bx +c Sie kann auch eine haben.
X hat den Scheitelpunkt bei = —b/2a.
O hat den Scheitelpunkt bei x = b/2a.
. Zu Aufgabe
Eine quadratische X a <0, und ¢ > 0. — nach unten geoffnet
Funktion der Form und (0|c) ist oberhalb der x-Achse.
O a<0,und c<0.
f(x) = az® +br+c O a>0,und c>0.
) X a >0, und ¢ < 0. — nach oben gedffnet
hat zwei Nullstel- und (0|c) ist unterhalb der x-Achse.
len, wenn
. Zu Aufgabe
Die Nullstellen O sind symmetrisch zur y-Achse.
einer quadratischen X sind symmetrisch zum Scheitelpunkt.
Funktion mit zwei O lassen sich immer als Bruch angeben.
Nullstellen und — f(z) =2% -2
a=1: X lassen sich durch zwei reelle Zahlen angeben.
X ergeben als Produkt c.
flz) =2+ br +c O ergeben als Produkt b.
. Zu Aufgabe [
O Wenn a gréfer wird, wird die Funktion flacher.
X  Wenn a grofer wird, wird die Funktion steiler.
f(x) = ax® +bx + ¢ X Wenn ¢ grofier wird, wird f(z) nach oben verschoben.
O Wenn ¢ grofler wird, wird f(z) nach unten verschoben.
X Wenn b grofler wird, wird der
Scheitelpunkt nach links verschoben.
O Wenn b gréfer wird, wird der

Scheitelpunkt nach rechts verschoben.
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13.7.5 Multiple Choice - quadratische Funktionen

Kreuzen Sie alle richtigen Antworten an:

1. Die verschobene
Normalparabel mit
dem Scheitelpunkt
(-3]2)  hat den
Funktionsterm:

2. Eine mnach oben
geoffnete  Normal-
parabel wurde
verschoben, so dass
der  Scheitelpunkt
bei x = 2 liegt.
Der Punkt (5[12)
sei ein Punkt des
Graphen.

Welche Punkte
liegen noch auf den
Graphen?

3. Gegeben ist eine
quadratische Funk-
tion, deren Schei-
telpunkt bei x =
1 liegt. Die Punkte
(3|5) und (5|12) sei-
en Punkte des Gra-
phen.

fl@)=(z—d)*+e

o000

ooood

0000

Ooood

(2|5) ist ein Punkt des Graphen.
(-1]5) ist ein Punkt des Graphen.
Die Parabel ist nach oben getffnet.
Die Parabel ist nach unten gedftnet.

der Scheitelpunkt ist bei (—d|e).

der Scheitelpunkt ist bei (d|e).

Je grofler d wird, desto mehr

wird die Parabel nach rechts verschoben.
Wenn e > 0 gilt, dann hat die Funktion
keine Nullstellen.
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13.7.6 Multiple Choice - quadratische Funktionen — Losung
1. Zu Aufgabe [l

Die  verschobene O flz)=(x—-3)*+2
Normalparabel mit X f(x)= (x +3)2+2
dem Scheitelpunkt X f(z) = 2? + 6z + 11
(-3]2)  hat  den O f(z)=—-2*+3z+2

Funktionsterm:

2. Zu Aufgabe 2
Eine mnach oben
geoffnete  Normal-
parabel wurde
verschoben, so dass
der  Scheitelpunkt
bei x = 2 liegt.
Der Punkt (5[12)
sei ein Punkt des
Graphen.

Welche Punkte
liegen noch auf den
Graphen?

3. Zu Aufgabe

3[12) — f(z) = (x —2)2+ 3

OXOX
CI)_'A
—
>

Gegeben st eine O (2[5) ist ein Punkt des Graphen.
quadratische Funk- X (-1]5) ist ein Punkt des Graphen.
tion, deren Schei- X  Die Parabel ist nach oben gebffnet.
telpunkt bei z = O Die Parabel ist nach unten getffnet.
1 liegt. Die Punkte
(3]5) und (5]12) sei-
en Punkte des Gra-
phen.
. Zu Aufgabe @

O der Scheitelpunkt ist bei (—d|e).

X der Scheitelpunkt ist bei (d|e).
flz) = (z—d)* +e X Je grofler d wird, desto mehr

wird die Parabel nach rechts verschoben.
X  Wenn e > 0 gilt, dann hat die Funktion
keine Nullstellen.
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13.7.7 Multiple Choice - Zahlenmengen

Kreuzen Sie alle richtigen Antworten an:

1. Das Produkt zweier
irrationalen Zahlen

22+ br+5

hat als Losung . ..

4. Die Summe zweier
irrationaler Zahlen

Ooooo oood

o000 Ooooog

ist immer eine irrationale Zahl.
kann eine natiirliche Zahl sein.
ist niemals eine rationale Zahl.

immer zwei irrationale Zahlen

nur ganze Zahlen

auch Bruchzahlen

als ganze Zahlen nur (1|5) oder (-1]-5).

Natiirliche Zahlen sind auch rationale Zahlen.

Rationale Zahlen sind auch ganze Zahlen.

Periodische Zahlen kénnen als Bruch geschrieben werden.
Irrationale Zahlen konnen eine Periode haben.

Kann jede Zahl ergeben.
Ist immer eine irrationale Zahl.
Ist niemals eine irrationale Zahl.
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13.7.8 Multiple Choice - Zahlenmengen — Lésung

1. Zu Aufgabe [l

Das Produkt zweier
irrationalen Zahlen

2. Zu Aufgabe

22+ br+5

hat als Losung . ..

3. Zu Aufgabe

4. Zu Aufgabe [

Die Summe zweier
irrationaler Zahlen

X O

OXOX

OO0X

ist immer eine irrationale Zahl.
kann eine natiirliche Zahl sein:
V2-y/2=2

ist niemals eine rationale Zahl.

2., /22
3 373

immer zwei irrationale Zahlen
b=6:22+6x+5=0,2=1o0derz =5
nur ganze Zahlen
b=0:224+5=0,2==+V5

auch Bruchzahlen
b=06,5: 2>+ +6,5+5 =0,
r=25oderx =14

als ganze Zahlen nur (1|5) oder (-1/-5).

Natiirliche Zahlen sind auch rationale Zahlen.

Rationale Zahlen sind auch ganze Zahlen.

Periodische Zahlen kénnen als Bruch geschrieben werden.
Irrationale Zahlen koénnen eine Periode haben.

Kann jede Zahl ergeben.

Ist immer eine irrationale Zahl.

Ist niemals eine irrationale Zahl.

V/2 ist eine irrationale Zahl,

1 — /2 ist auch eine irrationale Zahl.
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13.8 Rechteck unter einer Geraden

Eine der Grundaufgaben, die einem in verschiedenen Variationen immer mal wie-
der begegnen ist, z. B. ein Rechteck unter einer Kurve mit grofitmoglichen Fla-
cheninhalt zu finden.

Beispiel: Ein Dachschrége ist an der Spitze 4m hoch und unten 2m breit.
Welche Abmessungen mufl ein Schrank haben, damit die Flache des Schrankes
grofftmoglich ist.

31 \J(z) = 20 +4

Abbildung 13.13: Die Dachschrige kann durch die Funk-
tion f(x) = —2z +4 dargestellt werden. Gesucht ist das
Rechteck mit grofitem Flédcheninhalt unter der Geraden.

1. Beispiel
Angenommen, die Seite des Rechtecks auf der x-Achse ist 1 lang, dann
bestimmt sich die Hohe durch die Gerade:

y=f1)=-2-14+4=2
Die Flache des Rechtecks ist dann:

a-b=1-2=2

2. Extrembeispiele
Wie konnen die Seiten im Extremstenfall gewéhlt werden?
a kann maximal 2m lang sein, und b kann maximal 4 m hoch sein:

a b A
0 4 0
2 0 0

In beiden Fillen ist die Fliche 0 m?.
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Daraus bestimmt sich der Definitionsbereich:
D,={aeR|0<a<2}
Dy={beR|0<b< 4}

3. Rechnung
Wenn die Seite auf der x-Achse die Liange a hat, dann hat die Seite b,
parallel zur y-Achse die Léange:

b= f(a) = —-2a+14
A=ab=a(-2a+4)=—2da° +4a
Der Scheitelpunkt gibt die maximale Flache an:
S =(1[2)

Wenn die Seite a 1 m lang ist und die Hohe 2m betrégt, dann ist die Flache
mit 2m? maximal.
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13.9 Parabel und Leitgerade

Bisher wurden Parabeln als Funktionen untersucht. Doch auch die geometrische
Bedeutung von Parabeln hat wichtige Anwendungen. Dieses Kapitel ist nicht
unbedingt notwendig fiir die Oberstufe und vertieft Quadratische Funktionen.

So haben Parabeln einen Brennpunkt und eine Leitgerade. Die Brennpunktei-
genschaft wird bei der Form von Satellitenantennen und Solarkochern verwendet.

Die Bahn von Planeten und Kometen, die sich um die Sonne bewegen, ist
eine Ellipse. Ein Komet, der sich von auflerhalb des Sonnensystems mit sehr
hoher Geschwindigkeit auf die Sonne zubewegt, wird von der Sonne eventuell
nicht eingefangen sondern nur abgelenkt. Dann ist die Bahn dieses Kometen eine
Parabel, in deren Brennpunkt sich die Sonne befindet.

Wenn man einen Kegel von der Seite so zerschneidet, dass der Schnitt durch
den Boden geht, ist die &ulere Form der Schnittfliche eine Parabel. Die Parabel
ist somit auch ein Kegelschnitt.

In diesem Abschnitt wird die Leitgeradeneigenschaft der Parabel bewiesen.
Die Brennpunkteigenschaft wird dann spéter mit Hilfe der Differenzialrechnung
bewiesen.

Im ersten Schritt werden Parabeln konstruiert, um das Vorgehen klar zu ma-
chen. Im zweiten Schritt wird dann gezeigt, dass tatséchlich eine Parabel entsteht.
Damit sind dann die Rechnungen und Uberlegungen im ersten Schritt gerechtfer-
tigt.

Mit Hilfe einer Leitgeraden und eines Punktes (der Brennpunkt) kann eine
Parabel konstruiert werden:

1. Zeichnen Sie einen Punkt (F) auf der y-Achse. (Es ist eigentlich egal wo Sie
ihn hinzeichnen, aber dann sind die Rechnungen einfacher.)

2. Zeichnen Sie eine zur x-Achse parallele Gerade.

3. Suchen Sie jetzt alle Punkte, die von der Geraden und dem Punkt den
gleichen Abstand haben. Der Abstand Punkt—Geraden bekommmen Sie,
indem Sie von dem Punkt eine Senkrechte auf die Gerade zeichnen.
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Beispiele:
1. Beispiel: F(0|1), l: y = -1 (siehe Abb. I3.14).

Parabel und Leitgerade

Abbildung 13.14: F ist gezeichnet bei
F(0|1), die Leitgerade ist parallel zur
x-Achse bei y = -1. Die Punkte, deren
Entfernung gleichweit von F und der
Leitgeraden sind, ergeben eine Parabel.

Welche Parabel ist nun entstanden?

Nun, um diese Frage zu beantworten, suchen wir 3 Punkte der Parabel.

(a)

()

Der y-Achsenabschnitt:

F ist von der Leitgeraden 2 entfernt. (Der y-Wert von F ist 1 und von
der Leitgeraden (-1) ).

Also ist die Parabel sowohl von F als auch von der Leitgeraden 1
entfernt, und somit befindet sich der gesuchte Punkt auf der x-Achse
bei (0]0).

Der néchste gesuchte Punkt (P) soll sich auf derselben Héhe wie F
befinden. Dazu gehen wir von F nach rechts parallel zur x-Achse. Da
die Entfernung zur Leitgeraden 2 betrégt, muss man auch 2 nach rechts
gehen.

Siehe Abb. I314 FP = PR = 2.

Also ist der gesuchte Punkt bei (2|1).

Der dritte Punkt ergibt sich daraus, dass die Parabel symmetrisch um
die y-Achse ist: (-2|1).
Aus der Symmetrie ergibt sich, dass b gleich null ist.

Ausrechnen ergibt:

f(z) = 0,252
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2. Beispiel: F(0[2), I: y = -4 (siche Abb. [3.15]).

Parabel und Leitgerade

Abbildung 13.15: F ist gezeichnet bei F(0[2),
die Leitgerade ist parallel zur x-Achse bei
y = -4. Die Punkte, deren Entfernung gleich-
weit von F und der Leitgeraden sind, ergeben
eine Parabel.

F, P und R ergeben ein Rechteck.

Welche Parabel ist nun entstanden? Nun, um diese Frage zu beantworten,
suchen wir 3 Punkte der Parabel.

(a)

()

Der y-Achsenabschnitt:

F ist von der Leitgeraden 6 entfernt. (Der y-Wert von F ist 2 und von
der Leitgeraden (-4) ).

Also ist die Parabel sowohl von F als auch von der Leitgeraden 3
entfernt, und somit befindet sich der gesuchte Punkt auf der x-Achse
bei (0]-1).

Der nichste gesuchte Punkt (P) soll sich auf derselben Hohe wie F
befinden. Dazu gehen wir von F nach rechts parallel zur x-Achse. Da
die Entfernung zur Leitgeraden 6 betrédgt, muss man auch 6 nach rechts
gehen.

Siehe Abb. FP = PR =6.

Also ist der gesuchte Punkt bei (6/2).

Der dritte Punkt ergibt sich daraus, dass die Parabel symmetrisch um
die y-Achse ist: (-6/2).
Aus der Symmetrie ergibt sich, dass b gleich null ist.

Ausrechnen ergibt:

flr) = oo =1
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Bisher haben wir der Behauptung geglaubt, dass eine Parabel entsteht. Nun
soll dies bewiesen werden:

Parabel und Leitgerade

Abbildung 13.16: F ist gezeichnet bei F(0|1), die Leitgerade ist parallel
zur x-Achse. P ist gleichweit entfernt von F und der Leitgeraden 1. Es
gilt FP =s = PR.

Die Zeichnung ist nicht mafstabsgetreu!

Behauptung: Alle Punkte P des entstehenden Graphen liegen auf einer Parabel.
Beweis:
Wir vereinfachen die Situation. Das Koordinatensystem soll so gelegt sein, dass
der Punkt F' auf der y-Achse liegt, und die x-Achse soll genau zwischen dem
Punkt F' und der Leitgerade (1) sein (sieche Abb. [[3.16]).

Der Punkt F hat die Koordinaten: (0|F,).
Der Punkt P soll die Koordinaten (z|y) haben.
Der Punkt R hat denn die Koordinaten: (z| — F})

s soll die Lénge der Strecke von F zu einem beliebigen Punkt des Graphen
sein. Dann gilt nach Pythagoras:

s=FP= \/x2 + (y — F)? (13.3)

Andererseits soll die Verbindung vom Punkt P bis zur Leitgerade auch s lang
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sein: -
s=RP=y+1F, (13.4)

Gleichung [3.3] und Gleichung [[3.4] ergeben zusammen:

\/x2 +(y—F)?=y+F, (13.5)
Quadrieren ergibt:
v? + (y — Fy)2 = (y+ Fy>2 (13.6)
Auflosen der Klammern:
x2+y2—2Fy-y—|—Fy2:y2+2Fy~y—|—F; (13.7)

Abziehen von y* und F; auf beiden Seiten:

2’ —2F, -y =2F, -y (13.8)
Umstellen ergibt:
2’ =4F, -y (13.9)
Auflésen nach y:
L (13.10)
4Fy.CE =Yy .

Dies ist die Funktionsvorschrift fiir eine Parabel!
Wenn der Punkt F' nicht auf der y-Achse liegt, oder die x-Achse nicht genau
zwischen der Leitgeraden und dem Punkt F' liegt, so macht das nichts. Denn
dann muss die Parabel nur ,,verschoben® werden, bleibt aber dabei eine Parabel.
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13.10 Verschieben von Funktionen

In diesem Abschnitt sollen Sie Zusammenhinge zwischen Funktionsgraph und
Funktionsvorschrift vertiefen.

e Wie sieht der Funktionsgraph von Funktionen aus, die an einer anderen
Stelle im Koordinatensystem gezeichnet werden sollen.

e Sie sollen erkennen, dass manche Funktionsvorschriften einen verschobenen
Graphen darstellen.

Zugrunde liegt jeweils eine lineare Koordinatentransformation.

Zuerst gibt es ein Arbeitsblatt, das Thnen den Zusammenhang zwischen der
Verschiebung und dem Funktionsgraphen aufzeigen soll. Nach der Losung folgt
dann eine Ubersicht und Aufgaben.
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13.10.1 Verschieben von Funktionen

1.

x| flw)=2" || x g(z) (a) Fiillen Sie die Tabelle aus fiir f(x).
1 1

-3 -3 (b) Zeichnen Sie dann die Funktion.

-2 -2

5] 5} (c) f(x) soll um 2 nach rechts ver-
0 0 schoben werden. Es entsteht g(x).
1 1 Zeichnen Sie g(x)

2 2 (d) Lesen Sie dann die Werte fiir g(x)
3 3 ab und tragen Sie sie in die Tabel-
4 4 le ein.

Verifizieren Sie, dass g(z) = (z — 2)? gilt.
(e) Zeichnen Sie mit Pfeilen ein, wie

die y-Werte verschoben werden.

2. Tragen Sie ohne zu zeichnen die Werte fiir g(x): f(x) um 3 nach rechts ver-
schoben ein.

x| flx) | x g(x)

-4 44 || A4 —

31 97 3 — Wenn Sie f(r) = 22?3z um drei nach rechts
ST 11 2 — verschieben wollen, miissen Sie z. B. (1| — 1)
T 5 1 an der Stelle (1 + 3| — 1) zeichnen.

0T 0 0 Also: Bei ¢g(4) kommt der y-Wert von f(1).
T 1 1 Regel: Fiir g(x) muss jedes x in f(z) durch
513 5 (x — 3) ersetzt \;verden.

=T 9 3 g(x) =2(z —3)* — 3(z — 3).

41 20 4

3. Verschieben Sie die Funktion f(z) = 222 + x — 2 um 3 nach rechts.
Verschieben Sie die Funktion f(z) = 2z? 4+ x — 2 um 2 nach links.

4. Geben Sie eine Funktion an, die zu f(z) = 32 + 22% — v/22 um 2 nach
rechts verschoben ist.

5. f(x) = 2% hat den Scheitelpunkt (also der Tiefpunkt bei (0]0)).
Welchen Scheitelpunkt hat die Funktion
(a) f(z) = (z—3)*+5
(b) f(z)=(x+4)*-3
(c) f(z)=a®+4z+3
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13.10.2 Verschieben von Funktionen — Lésung

1.

x| flz)=2* | x 9(x)
4 16 4 36
-3 9 ~3_] 25
-2 4 ~2| = 16
-1 1 ~1] - 9
0 0 ~0] ~ 4
1 1 ~1] - 1
2 4 ~2] ~ 0
3 9 ~3] ~ 1
4 16 41 ™ 4

Fiillen Sie die Tabelle aus fiir f(x). Zeichnen Sie dann die Funktion. g(x)
soll um 2 nach rechts verschoben werden. Zeichnen Sie auch g(x) und lesen
Sie dann die Werte ab und tragen Sie sie in die Tabelle ein.

Verifizieren Sie, dass g(z) = (z — 2)? gilt.

Tragen Sie ohne zu zeichnen die Werte fiir g(x): um 3 nach rechts verscho-
ben ein.

x| flx) || x g(x)

-4 | 44 -4 — ' ) .

3121 [P — Wenn Sie f(z) = 22°—3x um drei nach rechts

o114 \% — verschieben wollen, miissen Sie z. B. (1]-1) an

115 1 44 der Stelle (143|-1) zeichnen.

00 0 27 Also: Bei g(4) kommt der y-Wert von f(1).

111 1 ~14 Fiir g(z) muss jedes x in f(z) durch (z — 3)
- ersetzt werden.

21 2 5

22 N () =263~ 3(r—3).

420 1 1

. Verschieben Sie die Funktion f(z) = 22? + x — 2 um 3 nach rechts.

Losung: g(z) = 2(z —3)* + (x — 3) —2 = 22 — 11z + 13
Verschieben Sie die Funktion f(z) = 22? 4+ x — 2 um 2 nach links.
Losung: g(z) =2(x +2)* + 2 +2 -2 =227+ 9z + 8

. Geben Sie eine Funktion an, die zu f(x) = 32 + 222 — v/2x um 2 nach

rechts verschoben ist.
Losung: g(z) = 3(z — 2)* + 2(x — 2)* — 2z — 4

f(x) = 2? hat den Scheitelpunkt (also den tiefsten Punkt) bei (0]0)).
Welchen Scheitelpunkt hat die Funktion
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(a) f(z) =(z—=3)*+5
Losung: f ist die um 3 nach rechts und 5 nach oben verschobene Nor-
malparabel. Daher ist der Scheitelpunkt nun bei (3|5).

(b) f(z)=(x+4)*=3
Losung: f ist die um 4 nach links und um 3 nach unten verschobene
Normalparabel. Daher ist der Scheitelpunkt nun bei (-4/-3).

(c) fz)=2*+4x+3
fz) = 2> +4rv+3
fx) = (z+2)2*—4+3
flz) = (z4+2)° -1

f ist die um 2 nach links und um 1 nach unten verschobene Normal-
parabel. Daher ist der Scheitelpunkt nun bei (-2-1).
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13.10.3 Verschieben von Funktionen: Ubersicht

Regel 1 Wenn Sie eine Funktion nach oben verschieben wollen, dann vergréfiern
Sie die Funktionswerte um eine positive Zahl. Sie addieren also auf den Funktions-
term eine konstante Zahl. Wenn Sie sie nach unten verschieben wollen verkleinern
Sie alle Funktionswerte. Sie subtrahieren eine Zahl von dem Funktionsterm.
Beispiel: f(z) = 3z% + 5z soll um 7 nach oben verschoben werden:
g(z) =3x* + 5z + 7.

Regel 2 Wenn Sie eine Funktion um a nach rechts verschieben wollen, ersetzen
Sie jedes x durch (z — a).
Entsprechend ersetzen Sie jedes x durch (z+a), wenn Sie die Funktion nach links
verschieben wollen.
Beispiel: f(z) = 322 4+ 5x soll um 4 nach rechts verschoben werden:
g(z) = 3(x — 4)* +5(z — 4).
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13.10.4 Aufgaben zum Verschieben

Aufgabe 13.1

Verschieben Sie die Funktion

f(x) = 22? + x — 2 um 5 nach rechts.
(Losung siehe Seite 267]).

Aufgabe 13.2
Gesucht ist eine quadratische Funktion f(z) = az?® + bz + ¢, die bei (4/5) ihren
Scheitelpunkt hat.

1. Geben Sie eine an!

2. Nennen Sie eine weitere Funktion mit der geforderten Eigenschaft!

(Losung siehe Seite 267]).
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13.10.5 Verschieben - Losungen

Zu Aufgabe: 13.1]
g(z) =2(z = 5)* + (x — 5) — 2

g(x) =2(x* — 10z +25) + 2 — 5 — 2
g(z) =22° =202+ 50+ 2 — 7
g(x) = 2% — 192 + 43

Zu Aufgabe:
Um bei (4]5) den Scheitelpunkt zu haben, muss man die Normalparabel um 4
nach rechts und 5 nach oben verschieben:

g(z) = (z—4)*+5

g(x) = 2* — 8r + 21

Eine weitere Funktion ergibt sich daraus, dass der Scheitelpunkt der Normal-
parabel sich nicht verdndert, wenn man sie mit einem Faktor multipliziert:

f(@) = 3a°
hat den Scheitelpunkt bei (0]0).
h(z) =3(x —4)* +5

hat den Scheitelpunkt bei (4/5).
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13.11 Awufgaben

Aufgabe 13.3
Ein Ball wird vom Boden aus nach oben geworfen. Seine Bahn wird durch folgende

Funktion beschrieben:
y = —5t% + 10t

Wie lange dauert der Wurf und welches ist die maximale Hohe des Balles?
(Losung siehe Seite 270]).

Aufgabe 13.4

Zwei Wasserfonténen:

Zwei Wasserbrunnen A und B speien

X Wasser. Die Wasserbogen treffen sich
4m von A entfernt und sind beide 3m
hoch. Wie lauten die Funktionen zu den
Wasserbogen?

(Losung siehe Seite 270).

Aufgabe 13.5
Hans wirft einen Ball. Die Kurve des Balles kann beschrieben werden durch die
Funktion f. In diesem Modell steht Hans im Koordinatenursprung.

5
flz) = —1:{? + 3,3z + 1,78

x ist die Entfernung des Balles in Wurfrichtung gemessen in Meter. y ist die Hohe
in Hohe in Meter.

1. Bestimmen Sie die Abwurfhohe.
2. Bestimmen Sie, wo der Ball auf den Boden auftrifft.

3. Wie hoch fliegt der Ball maximal? Kann der Wurf bei einer Deckenhthe
von 3,8 m stattfinden?

4. Eine Mauer steht in 2m Abstand. Thre Hohe ist 3,3 m. Fliegt der Ball iiber
die Mauer?

5. Wo ist der Ball 1 m tiber dem Boden?
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(Losung siehe Seite 270).

Aufgabe 13.6

An einer Hauserwand soll ein kleiner Garten mit einem 20 m langem Zaun recht-
eckig abgesperrt werden. Wie miissen die Abmessungen des Gartens sein, damit
die Fldche moglichst grof3 wird?

An der Hauserwand muss natiirlich kein Zaun sein.

1. Machen Sie eine Skizze (Héuserwand, Zaun)

2. Machen Sie Beispiele: Erstellen Sie eine Tabelle, in der Sie die Werte fiir
die Hauserwand frei wéhlen, z. B. 10m, 5m, 7m, 0 m, 20 m. Wie grof3 sind
die anderen Seiten des Gartens?

3. Nennen Sie die Hiauserwand des Gartens x.
Wie grof3 sind die anderen Seiten des Gartens?

4. Stellen Sie eine Funktion A(x) auf, die bei gegebenem x die Flache berech-
net. A(x) = Breite mal Léinge

5. Berechnen Sie die maximale Flache.

(Losung siehe Seite R7T]).

Aufgabe 13.7
Gegeben ist die Funktion f(z) = —3xz + 6. Die Fliache des Rechtecks unter der
Geraden soll maximal werden.

1. Bestimmen Sie die Flache, wenn die Breite O E; 0,5 E; 1E; 1,5 E; betrégt.

2. Bestimmen Sie die Fliche, wenn die Breite die Variable x ist.

Stellen Sie eine Funktion auf, die die Flidche des Rechtecks angibt, wenn x
die Breite des Rechtecks ist.

3. Bestimmen Sie die Breite so, dass der Flacheninhalt maximal wird.

y

(Losung siehe Seite 272]).
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13.12 Losungen

Zu Aufgabe:
y = —5t* + 10t

Gesucht sind die Nullstellen der Wurfbahn.

52410t = 0
t?—2t = 0
tt—2) = 0

t=0 oder t=2

Der Wurf beginnt bei ¢ = 0 und endet nach 2 Sekunden. Die maximale Hohe
erreicht der Ball nach 1 = (042)/2 Sekunde.

f(ly==5-1"+10-1=5

Es ist dann 5m hoch.

Zu Aufgabe: 13.4]
Wir betrachten die Funktionen einzeln:

1. Funktion: Die Nullstellen sind bei x = 0 und = = 4 also gilt:

f(z) = ax(x —4)
Der Scheitelpunkt ist bei % = 2 und laut Aufgabenstellung 3 m hoch.

3=a-2(2—-4)
CL__§
4
3

2. Funktion: Die Nullstellen sind bei z = 4 und x = 6 also gilt:
9(z) = e(z — 4)(x - 6)
Der Scheitelpunkt ist bei % = 5 und laut Aufgabenstellung 3 m hoch.

3=e(5—4)(5— 6)

Zu Aufgabe: 13.5]
5
y = —ZxQ + 3,32+ 1,78
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1. Die Abwurfhohe betragt 1,78 m.

2. Gesucht ist eine Nullstelle:

5
—Zﬁ +332x+178 = 0
5
—112 +33x = —-1,78
z? —2,64r = 1,424
(r—1,32) = 1,424+ 1,7424
(r —1,32)> = 3,1664
r—132=-178 = z-132=1,78

r=-046 od. z=3,1

Die negative Losung wird verworfen. Der Ball trifft nach 3,1m auf den
Boden auf.

3. Der Scheitelpunkt ergibt sich:

ny + No
S, =
2
3,1 —0,46
S:E — ) Y
2
Sy =1,32
£(1,32) = 3,96

Die maximale Hohe betriagt 3,96 m. Der Wurf kann nicht bei einer Decken-
hohe von 3,8 m stattfinden.

f(2) =338
Der Ball fliegt in 8 cm Hohe iiber die Mauer.

—Z:f +33r+1,78=1

xr = —0,22 oder z = 2,86
Der Ball ist bei einer Entfernung von 2,86 m 1 m iiber dem Boden.

Zu Aufgabe:

An einer Hauserwand soll ein kleiner Garten mit einem 20 m langem Zaun recht-
eckig abgesperrt werden. Wie miissen die Abmessungen des Gartens sein, damit
die Flache moglichst grofl wird?

1. Machen Sie eine Skizze (Hauserwand, Zaun)
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2. Beispiele:
10m 5m
Sm  7,5m
Tm 6,5m
Om 10m
20m Om

3. Nennen Sie die Hiauserwand des Gartens x.
Wie grof3 sind die anderen Seiten des Gartens?
Lange = (20 - x) / 2

4. Stellen Sie eine Funktion A(x) auf, die bei gegebenem x die Fléache berech-
net.

A(x) = Breite mal Lénge
A(z) = 2(20 — x)/2
A(x) = 10z — 0.527

5. Berechnen Sie den Scheitelpunkt von A(x).

A(r) = —0.52°+ 102
A(r) = —0.5(2* — 20z)
A(r) = —0.5((z — 10)* — 100)
A(r) = —0.5(x — 10)* 4 50
S, = 10
S, = 50
S (10]50)

Die maximale Fliche betrigt 50 m?.

Zu Aufgabe: 13.7
Gegeben ist die Funktion f(z) = —3xz + 6. Die Fliache des Rechtecks unter der
Geraden soll maximal werden.

1. Bestimmen Sie die Flache des Rechtecks, wenn die Breite OE; 0,5 E; 1E;
1,5 E; betrégt.
(010); (0,5[2,25); (1[3); (1,5]2,25);

2. Bestimmen Sie die Fliche des Rechtecks, wenn die Breite die Variable x ist.

Alx) = (=32+6)
A(z) = —32°+6x
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3. Bestimmen Sie die Breite so, dass der Flacheninhalt maximal wird.

A(z) = —32° + 62

A(x) = —3(z* — 22)
Ar) = =3((x —1)* = 1)
Alr) = -3(x —1)*+3

Die Breite betrigt 1 E und der Fliacheninhalt betrigt dann 3 FE.
(E = Einheit und FE = Fldcheneinheit)



Kapitel 14

Potenzen

14.1 Definitionen

at=a-a-...-a
—_—————

n mal
a nennt man die Basis und n nennt man den Exponenten.

a®=1 firaeR

d. h. insbesondere:

0°=1
14.2 Ubersicht
Definition
0°=1
al=a-a-...-q
N———
Daraus abgeleitete Regeln:
a" - b" = (ab)"
an . am — an+m
n 1
a e
an
a n
- ()
“ b
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a%:\/a fiira >0
ar = Ya fiira>0

14.3 Beweise der Potenzgesetze

a" - b" = (ab)"
Beweis:
a* bt =a-...-a-b b
—_———— N —

a- b =gab-...-ab= (ab)"
n
an_am:an+m
Beweis:
a"-ad"=a- @ =a"t™
—_— Y—
n m
(@) =a""ag"-...-a" =a""
N—_—— —
m
1
ar = /a
Beweis:

Laut den Potenzregeln gilt fiir a > 0:

1\" 1
(CL") =a =a

Also ist zu ar das Potenzieren mit n die Umkehrung.
Beispiele:

(Va)* = a

(Va)’ =a

(Va)' = a

Die Wurzelfunktion ist die Umkehrung zum Potenzieren fiir a > 0.
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14.4 Potenzen zur Basis 10

Oftmals will man grofle Zahlen moglichst handlich ausdriicken. Dabei interessiert
dann nicht die ganz genaue Zahl sondern ein grober Uberblick.

Beispiel:
Die Einwohnerzahl Chinas betrug im Juli 2006 1,321 Mrd. Einwohner. Dabei
interessiert nur die Groflenordnung. Diese Zahl kann man auch schreiben als
1,321 - 10° Einwohner.

Grofle Zahlen werden mit Zehnerpotenzen geschrieben:

Yotta Y 10* | Giga G 10° | Dezi d 107! | Pico p 10712
Zetta 7Z 10*' | Mega M 10° | Zenti ¢ 1072 | Femto f 1071
Exa E 10" | Kilo k10 | Milli m 1073 | Atto a 10718
Peta P 10 | Hekto h  10? | Mikrto p  107% | Zepto =z 1072
Tera T 102 | Deka da 10 |Nano n 107% | Yocto y 107

Ein Beispiel fiir Rechnungen mit Zehnerpotenzen:
1,4-102:2-10°=0,7-10° =7-10®
1,4:2=0,7 und 10'%: 10% = 10°
Am Ende der Rechnung wird die Zahl so umgeschrieben, dass nur eine Zahl

vor dem Komma steht.
Die Grof3enordnung einer physikalischen Gréfie ist die Zehnerpotenz der Zahl.

14.5 TUberblick iiber die wichtigsten Potenzen

Potenzen zur Basis 2 werden in der Computertechnik benutzt.

Potenzen zur Basis 2: Potenzen zur Basis 3:
20 1 30 1
2t 2 313
22 4 32 9
23 8 33 27
24 32 3% 81
2° 64
2060 128
27 256
28 1024
29 2048
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14.6 GrofB3enordnungen: Beispiele

10-er Potenzen

1.

10.
11.
12.
13.
14.

15.

Masse der Erde: 5,9 - 10** kg.
Masse der Sonne: 1,99 - 103 kg.

Masse des Universums: 8,5 - 10°? — 10°3 kg.

. Anzahl der Teilchen in 12g Kohlenstoff: 6 - 10** Atome.

. Anzahl der Teilchen im Universum: 4 - 10”® — 6 - 107,

Alter der Erde: 4,55 - 10° Jahre.

. Alter des Universums: 13,7 - 10° Jahre, 4,3 - 10'7s.

. Anzahl der verschiedenen Wege um 100 Stéidte zu besuchen: ca. 10158,

Radius der Atombhiille: 10719 m.

Radius des Atomkerns: 10~ m.

Die Anzahl der Sterne in einer durchschnittlichen Galaxie: 10
Anzahl der von der Erde aus beobachtbaren Galaxien: 5 - 10,
Abstand Erde — Sonne: 149, 6 - 10% km.

Abstand Jupiter — Sonne: 778, 3 - 10% km.

Abstand Erde - néchster Stern: 4 - 1016 km.

2-er Potenzen

1.

Ein Blatt Papier ldsst sich nur etwa 7 Mal auf die halbe Grofie falten.
Es hat dann 128 Lagen. Wenn man es (theoretisch) 42 Mal falten konnte,
entspriche seine Dicke der Entfernung von der Erde zum Mond.

. Jeder Mensch hat zwei biologische Eltern, vier Grofleltern, acht Urgrofel-

tern, usw. Verfolgt man diesen Ahnenbaum 70 Generationen zuriick (ins
Jahr Christi Geburt), so stammt jeder heutige Mensch von

270 = 1.180.591.620.717.411.303.424

Menschen aus dieser Zeit ab, was weit mehr als die damalige Weltbevolke-
rung ist.

(Entnommen: www.wikipedia.de, 17.05.2005)
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14.7 Grof3enordnungen: Lingen

10-er Potenzen
Ordnen Sie den einzelnen Langen die jeweilige Strecke zu:
107 m; 700nm; 8 - 10*m; 107 m; 4 - 10" km; 2,5 - 105m ; 149, 6 - 10° km; 500 - 10~ m;
8,0nm; 1,3-107m; 778,3 - 108km; 9,46 - 10 m;

1. Radius der Atombhiille:

2. Radius des Atomkerns:

3. Abstand Erde — Sonne:

4. Abstand Jupiter — Sonne:

5. Abstand Erde - nichster Stern:

6. Ein Lichtjahr:

7. Wellenldnge von rotem Licht:

8. Wellenldnge von griinem Licht:

9. Durchmesser der Erde:

10. Entfernung Hagen — Istanbul:

11. Gesamtdicke der Zellmembran:

12. Lénge der Nervenfasern der Haut:
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14.8 Grof3enordnungen: Lingen — Losungen

10-er Potenzen

Ordnen Sie den einzelnen Langen die jeweilige Strecke zu:
107" m; 700nm; 8 - 10 m; 107%m; 4 - 10" km; 2,5 - 105m ; 149, 6 - 10% km; 500 - 1072 m;
8,0nm; 1,3-107m; 778,3 - 108km; 9,46 - 10 m;

1. Radius der Atombhiille: 10~9m

2. Radius des Atomkerns: 104 m

3. Abstand Erde — Sonne: 149, 6 - 10° km

4. Abstand Jupiter — Sonne: 778, 3 - 10° km

5. Abstand Erde - niichster Stern: 4 - 101 km
6. Ein Lichtjahr: 9,46 - 10 m
7. Wellenldnge von rotem Licht: 700 nm
8. Wellenlinge von griinem Licht: 500 - 10~ m
9. Durchmesser der Erde: 1,3 -10"m
10. Entfernung Hagen — Istanbul: 2,5 - 10m
11. Gesamtdicke der Zellmembran: 8,0 nm

12. Linge der Nervenfasern der Haut: 8 - 10*m
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14.9 Grof3enordnungen: Der Mensch

10-er Potenzen
Ordnen Sie die einzelnen Zahlen zu (Langenangaben haben die Einheit Meter:

4p, 4102, 1072, 104, 2-107%° 107, 3-10'° 50 Millionen, 10,
1104

1. Gesamtzahl der Zellen des Menschen:

2. Anzahl der Zellen. die pro Sekunde absterben:

3. Grofle einer Spermie in m:

4. GroBe einer Eizelle in m:

5. Grenze des Auflosungsvermogens des menschlichen Auges in m:

6. GroBle eines Atoms in m:

7. Anzahl aktivierter Nervenzellen pro Erinnerungsvorgang:

8. Gesamtzahl der Nervenzellen des Menschen

9. Anzahl der Skelettmuskeln:

10. Anzahl der Zellen in der Haut
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14.10 GroBenordnungen: Der Mensch — Losungen

10-er Potenzen
Ordnen Sie die einzelnen Zahlen zu (Langenangaben haben die Einheit Meter:

4p, 4-10%, 1075, 10%, 2-.10719 107, 3-10%°, 50 Millionen, 10,
1104

1. Gesamtzahl der Zellen des Menschen: 104

2. Anzahl der Zellen. die pro Sekunde absterben: 50 Millionen

3. Gréfle einer Spermie in m: 4 um

4. GroBe einer Eizelle in m: 110 um

5. Grenze des Auflésungsvermdgens des menschlichen Auges in m: 10~°m

6. Grofe eines Atoms in m: 2-10"%m

7. Anzahl aktivierter Nervenzellen pro Erinnerungsvorgang: 107

8. Gesamtzahl der Nervenzellen des Menschen 3 - 10'°

9. Anzahl der Skelettmuskeln: 4 - 102

10. Anzahl der Zellen in der Haut 10'*



Kapitel 15

Polynomdivision

Die Polynomdivision also das Teilen eines Polynoms durch ein anderes wird fiir
zwei unterschiedliche Anwendungen benutzt:

1. Wenn Thnen eine Nullstelle bekannt ist, kénnen Sie das Polynom zerlegen,
um die anderen Nullstellen zu finden

2. Sie konnen die Asymptote einer gebrochen rationalen Funktion ermitteln.

Die Polynomdivision erfolgt wie das schriftliche Dividieren in der Grundschule.
Wie bei jeder Division konnen Sie das Ergebnis mit dem Divisor multiplizieren
und Sie erhalten die urspriingliche Zahl (bzw. das urspriingliche Polynom):

12 : 3 = 4 und damit gilt: 4 -3 = 12

In den folgenden Abschnitten werden Sie lernen, warum und wie Sie Null-
stellen berechnen kénnen (Kap. [[5.]). Dann werden Sie im folgenden Abschnitt
(Kap. [5.2) das Verfahren der Polynomdivision kennen lernen. Danach lernen
Sie, wie man Asymptoten berechnet. Dazu fithren Sie die Polynomdivision mit
Rest durch. Dieser Abschnitt dient der Vertiefung. Das Kapitel endet dann mit
Aufgaben und Losungen.

15.1 Nullstellen berechnen

Wir schauen uns zuerst einige Beispiele an.

1. 2% —6x+8 hat zwei Nullstellen: n; = 2 und ny = 4. Sie kénnen das Polynom
auch als Multiplikation schreiben:

(z-2)-(x—4) =2+ (—4)a+ (=2)x + (=2) - (—4) = 2* — 62 + 8

!Bei den Stochastischen Matrizen ist immer ein Eigenwert eins. Das characteristische Poly-
nom hat also immer bei eins eine Nullstelle.

282
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Insbesondere sehen Sie, dass die 8 das Produkt der beiden Nullstellen ist:
8=(-2)-(—4).

(x—2)-(x—4) =26z +8

Links haben Sie ein Produkt. Wenn einer der Faktoren null ist, also x = 2
oder x = 4 gilt, dann ist auch das Produkt null.

2. 22 + 2x — 8 hat zwei Nullstellen: ny = —4 und n, = 2. Sie konnen das
Polynom auch als Multiplikation schreiben:

(x—(—4))-(x—2) = (z+4)-(r—2) = 2* +4o+(-2)v+4-(-2) = 2° +22 -8

Also:
(x+4) (z—-2)=2>+22 -8
Insbesondere sehen Sie, dass die (—8) das Produkt der beiden Nullstellen

ist: —8 = (—4) - 2. Auch hier gilt, dass wenn einer der Faktoren des linken
Produkts null ist, dass ganze Produkt null ist.

Wenn Sie also ein unbekanntes Polynom haben, dann wissen Sie, dass die Null-
stellen (sofern es reelle Nullstellen gibt) Teiler der einzel stehenden Zahl sind.
Wenn nun vereinbarungsgeméfl eine Nullstelle ganzahlig ist, miissen Sie nur alle
Teiler der Zahl ausprobieren.

Beispiel: Von dem folgenden Polynom sollen die Nullstellen ermittelt werden.
Eine Nullstelle soll ganzzahlig sein.

f(zx) =2 32> —2x+6

Zuerst finden wir alle ganzzahligen Teiler der Zahl 6. Das sind die Zahlen: 6, —6,
3, =3, 2, —2, 1, —1. Wenn es einen ganzzahlige Nullstelle gibt, muss eine dieser
Zahlen eingesetzt in das Polynom null ergeben. Also probieren wir jetzt alle diese
Zahlen aus indem wir sie in das Polynom einsetzen.

£(6) =102
f(—6) = —306
f3)
f(=3)
f2)
f(=2)
)
f(=1)

S

0
—42
—2
—10
2

(—1) =4

Die Zahl 3 ist eine Losung der Gleichung:
¥ — 322 —224+6=0
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Jetzt wissen wir, dass das Polynom als ein Produkt geschrieben werden kann, bei
dem einer der Faktoren (z — 3) ist. Den anderen uns noch unbekannten Faktor
nennen wir hier einfach g(z).

2® — 32 — 20+ 6 = (v —3) - g(x)

g ist unbekannt, aber wohl ein Polynom 2. Grades. Davon kénnten wir mit Hilfe
der quadratischen Gleichungen die Nullstellen berechnen. Um g(x) zu berechnen,
bendtigen wir die Polynomdivision.

Mit Hilfe der Polynomdivision (siehe Kapitel errechnen wir:

* — 32> 22+ 6=(z—3)(2* —2)

Die erste Nullstelle ist schon bekannt: = 3. Die weiteren Nullstellen erhalten

Sie, indem Sie die quadratische Gleichung auflésen: 22 — 2 = 0. Die Nullstellen
sind also: 3, — V2 und V2.

15.2 Verfahren der Polynomdivision

Das Verfahren der Polynomdivision funktioniert genauso wie die schriftliche Di-
vision. Daher seien jetzt beide als einfaches Beispiel gegeniibergestellt.

125 5 = 25

10
25
25
0
Die Polynomdivision sieht folgendermafien aus:
(3 — 32> — 2¢ + 6) : (x—3) = 2> -2
3 — 32?
0 - 2z + 6
—2r + 6
0

Diese Ahnlichkeit sollten Sie im Kopf behalten. Wir werden jetzt im einzelnen
schauen, wie man eine Polynomdivision durchfiihrt. In diesem Abschnitt lernen
Sie nur die Polynomdivision ohne Rest. Zur Polynomdivision mit Rest geht es
dann im néchsten Abschnitt (I5.3).

Wir werden jetzt die Polynomdivision an einfachen Beispielen die Polynom-
division Schritt fiir Schritt durchfithren. Wie bei der schriftlichen Division steht
auch hier immer wieder die Frage im Vordergrund: ,Wie oft passt der Teiler in das
zu Teilende?* Dazu muss man immer nur die Vorfaktoren des grofiten Exponenten
betrachten.
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1. Beispiel:
(2 +32+2): (z+1)

(a) Die Terme mit den groBten Exponenten sind z? (beim Dividenden)
und x (beim Divisor).

(b) Wie oft passt x in #2? Antwort: x mal

()

v-(z+1)=a*+2

(d)
P43 +2— (2P +r)=2"+3x+2—-2> -2 =220+2

(e)

(22 +3z+2): (z+1) =2 Rest : 22 + 2

(f) (GroBter Exponent von 2x 42 ist 1)> (grofiter Exponent von x + 1 ist
1). Also muss weiter gerechnet werden.

(2x4+2): (z+1)

(a) Die Terme mit den grofiten Exponenten sind 2z (beim Dividenden)
und x (beim Divisor).
(b) Wie oft passt z in 227 — 2 mal

2-(z+1)=20+2
2x4+2)—2x+2)=2r+2—-20—-2=0

(22 +3x+2): (z+1)=2+2

Jetzt noch einmal die Rechnung in Tabellenschreibweise:

(22 + 3z + 2) : (z+1) = z+2
2 + T

20+ 2

20+ 2

0
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2. Beispiel:
2 +z—1): (z+1)

(a) Die Terme mit den grofiten Exponenten sind 2z% und z.

(b) Wie oft passt x in 2227 Antwort: 2x mal

()
27+ (z 4+ 1) = 22 + 2z

()
208+ —1— (20 +20) =22+ —-1-22" — 20 = -2 — 1
(¢)
(227 +x—1): (z+1) =2z Rest: —a—1

(f) (GroBiter Exponent von —z — 1 ist 1) > (grofter Exponent von z + 1).
Also muss weiter gerechnet werden.

(—x—1):(x+1)
(a) Die Terme mit den groften Exponenten sind —z und .
(b) Wie oft passt z in —x7 — (-1) mal

()
() (z+1)=—x—1

(—z—1)—(—z—1)=—2z—-14+2+1=0

(e)
(22 +x—1):(z+1) =221
(222 + r — 1)« (z+1) = 2z-1
22% + 2z
—lz — 1
—lz — 1

15.3 Bestimmung von Asymptoten

Interessanter ist die Anwendung, die Asymptote einer gebrochen rationalen Zahl
durch Polynomdivision zu finden:
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(Wenn man rechts erweitert und den Ausdruck auf einen Bruch schreibt, erhilt
man die linke Seite.) Die Funktion f(z) néhert sich die Asymptote 3z — 3 an,
weil der Bruch a:%z fiir groffe Werte fiir x gegen null strebt.

Wie kann man nun die linke Funktion so umschreiben, dass man den rechten
Ausdruck erhalt?
Dazu muss man die Polynomdivision durchfiihren, bis man einen Rest erhélt,
dessen Grad kleiner ist, als der des Divisors:

(322 + 3ux) : (r+2) = 3x—3 Rest: 6
3z + 6x
—3x
—3r — 6
6

Wenn Sie vergleichen mit der schriftlichen Division:
14:5=2 Rest 4
Das bedeutet in der Umkehrung:
2:5+4=14
Das kénnen wir anwenden auf die Polynomdivision:
(322 +3x) : (v +2) = 3z — 3 Rest: 6
Das bedeutet umgekehrt:
(x+2)- (32 —3) +6 = (32° + 31)

Wenn Sie jetzt beide Seiten durch (3x — 3) teilen:

6  3x*+3z

9 _
T et 3T 33
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15.4 Aufgaben

Aufgabe 15.1
Bestimmen Sie alle Nullstellen. Eine Nullstelle ist die eins.

222 —9x+9

(Losung siehe Seite 290]).

Aufgabe 15.2
Bestimmen Sie alle Nullstellen. Eine Nullstelle ist die eins.

22— —5r+5

(Losung siehe Seite 290]).

Aufgabe 15.3
Bestimmen Sie alle Nullstellen. Eine Nullstelle ist die eins.

22—t dx—4

(Losung siche Seite 290]).
Aufgabe 15.4

(52 + 3z +2) : (z+2)
(Losung siehe Seite 29T]).

Aufgabe 15.5
Gesucht ist die Asymptote (bzw. hier Néherungsparabel) von f:

43 — 3w + 2
fo)=——=5—
(Losung siehe Seite 29T]).
Aufgabe 15.6
Gesucht ist die Asymptote von f:
4o — 3x + 2
(Losung siehe Seite R9T]).
Aufgabe 15.7
Bestimmen Sie die Nullstellen von f, eine Nullstelle ist bei z = —1:

f(x) = 2 + 52* — 4,250 — 8,25

(Losung siehe Seite 29T]).
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Aufgabe 15.8

(2% + 927 + 23z + 15) : (z + 1)
(Losung siche Seite 292]).
Aufgabe 15.9

(2% + 927 + 23z + 15) : (z + 1)
(Losung siehe Seite 292]).
Aufgabe 15.10

(42° +31) : (22 + 1)

(Losung siehe Seite 292]).
Aufgabe 15.11

(% +192° + 192 + 1) : (z + 1)
(Losung siehe Seite 292)).

Aufgabe 15.12
Gesucht ist die Asymptote von f:

6x* — 222 + 4x

Jw) = 3x3 —2

(Losung siehe Seite 293]).
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15.5 Losungen zu den Aufgaben
Zu Aufgabe: 15.1]

(2> — 22 — 9z + 9) : (z—1) = 22-9
B g2
—9r + 9
—9r + 9
0
Die anderen Nullstellen werden ermittelt:
2 —9=0
22=9
r=—-3o0der x =3
Die Nullstellen sind also: x = =3, x = 1 und = = 3.
Zu Aufgabe: 15.2]
(3 — 22 — bz + 5) : (z—1) = 22-5
B g2
—5r + 5
—5r + 5
0
Die anderen Nullstellen werden ermittelt:
2 —=5=0
=5

x:—\/goderx:\/g

Die Nullstellen sind also: z = — \/5, r=1und z = V5.
Zu Aufgabe:

(3 — 22 + 4z — 4) : (z—1) = 22 +4
B 2
4 — 4
dr — 4
0
Andere Nullstellen gibt es nicht:
?+4=0
2 = —4

Diese Gleichung hat keine Losung, weil das Quadrat einer rellen Zahl immer

nicht negativ ist (also groBer oder gleich null ist). Die einzige Nullstelle ist also
bei x = 1.
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Zu Aufgabe: 15.4

(522 + 3z + 2) (x+2) = bxr—T7 Rest: 16
5z + 10z
—Tr + 2
—7x — 14
16
Zu Aufgabe: 15.5]
(423 - 3 + 2 (x —2) = 42+ 8z + 13 Rest:
43 82
8z — 3w
82 — 16w
13z + 2
13z — 26
28
3
flo) = T80T e g3y B
T —2 T —2

Die Asymptote ¢ ist hier eine Naherungsparabel:

g(x) =42 + 8z + 13

Zu Aufgabe: 15.6]
(42> — 3z + 2)

(22 +3) = 22— 450 Rest: 15.50
472 + 6x
-9z + 2
—9r — 13.50
15.50
Es gilt: s ) .
4x® — 3z + )
fo) = =g =2 g
Die Asymptote ¢ ist dann:
g(x) =2x —45
Zu Aufgabe: 15.7
Da -1 eine Nullstelle von f ist:
(x> + 52 —  4.25x — 8.25) (x+1) = 2?2+ 40 — 825
o+ 2?
4% — 4.25x
472 + 4x
—8.25r — 8.25
—82br — 8.25

291
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Jetzt miissen noch die Nullstellen von g bestimmt werden mit:

g(r) = 2% +4r — 8,25

Dies ergibt die Nullstellen bei (1,5]0), (—5,5(0)
Also sind alle Nullstellen bei: (—1|0), (1,5]0), (—5,5/0)

Zu Aufgabe: [15.8]

(3 + 92 + 23z + 15)
2+ 2P
8x2 + 23z
8z + 8z
15z + 15
15 + 15
0
Zu Aufgabe: 15.9
(* 4+ 922 + 23z + 15)
2+ x?
8x2 + 23z
8z?2 + 8z
15z + 15
15z + 15
0
Zu Aufgabe: 15.10
(423 + 3x)
423 + 222
-2 4+ 3z
-2 — x
4x
4r  + 2
-2
Zu Aufgabe: 15.11]
(2 + 1922 + 192 + 1)
2+ x?
1822 + 19z
1822 + 18z
r + 1
r 4+ 1

(x+1) =

(x+1) =

(2z + 1)

x? 4+ 8x + 15

22+ 8z + 15

= 222 — x4+ 2 Rest:

292

-2
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Zu Aufgabe: 15.12

(62 — 227 + 4x) : (32 —2) = 2r Rest: —22?+ 8z
62 — 4z
—22 + 8r
—22% + 8x
flz) =2x+ 359

Die Asymptote g lautet:
g(x) = 2z



Kapitel 16

Potenzfunktionen

Eine Potenzfunktion ist eine elementare mathematische Funktion der Form

f(z) = ax" a,n € R

oder
f:x—az" a,n € R

Die Graphen der Potenzfunktionen mit natiirlichem n bezeichnet man auch
als Parabeln n-ter Ordnung, die mit ganzzahligem negativen n als Hyperbeln
n-ter Ordnung

Im folgenden werden die Eigenschaften der einzelnen Potenzfunktionen bei
unterschiedlichem n untersucht.

Wenn man Potenzfunktionen mit ganzzahligen positiven (natiirliche Zahlen)
Exponenten kombiniert erhélt man Polynome. Z. B. :

f(z) = 32° + 22 — 32

Potenzen mit echten Briichen im Exponenten sind nur fiir den positiven Ast
definiert, da Sie nur aus einer positiven Zahl (und der Null) die Wurzel ziehen
kénnen. (22 = \/Z).

Wenn ein Exponent negativ ist, dann ist ja ein x im Nenner. Da ein Nenner
nicht null werden darf, erzeugt das ein vollig neues Verhalten. Dies wird nicht
hier im Skript erlautert.

16.1 Potenzfunktionen mit geradem Exponenten

f(z)=2a" n gerade

Solche Funktionen sind vom Typ:

flz) =a*
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oder:
f(x) =2
USW.
Die Funktionsgraphen dieser Funktionen sehen aus wie eine Parabel. Je grofler

der Exponent, desto schneller wéchst der Graph an:
Eine Ausnahme ist die Funktion mit dem geraden Exponenten n = 0:

flz)=2"=1

Diese Funktion bildet eine zur x-Achse parallele Gerade.

y y y
30+ 30+ 30+
20+ 20+ 20+
10+ 10+ 10+
[ —0 ] =
4 2 p 2 4*X 4 2 p 2 4*X 4 2 p 2 4FX

Abbildung 16.1: Abbildung 16.2: Abbildung 16.3:
flz)=a"=1 flz) =2’ flz) =2t

16.2 Potenzfunktionen mit ungeradem Exponenten

f(x) =2" n ungerade
Solche Funktionen sind vom Typ:
oder:

usw.
Auch hier gilt: Je grofler der Exponent, desto schneller wéichst der Graph an:



KAPITEL 16. POTENZFUNKTIONEN 296

304 Y 304 Y 304 Y
20+ 20+ 20+
10+ 10+ 10+
—+=8 X X X
4 -2 0 2 4 -4 - 0 2 4 4 -2 0 2 4
-10~ f10- 10—
20~ 20— 20—
-30 — 30— 30—
Abbildung 16.4: Abbildung 16.5: Abbildung 16.6:

flo)=a! =2 fla) =2 fla) =2°
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Exponentialfunktion

17.1 Exponentialfunktionen

Exponentialfunktionen sind von der Form

f(l’) — abm—i—c

Anwendungsgebiete:

1. Zinswachstum (Zinseszinseffekt)

2. Halbwertszeiten

3. Aufnahme eines Medikamentes ins Blut

4. Bakterienwachstum / Wachstum der Erdbevélkerung

5. Stetige Abnahme des elektrischen Stromes im aperiodischen Grenzfall

6. Differenzialgleichungen konnen mit Exponentialfunktionen gelost werden.

In den verschiedenen Anwendungen wird darauf geachtet, dass der Vorfaktor
des x (das b) positiv ist:
Bei einer Funktion mit einem Wachstum, z. B. Zinseszins von 3,5 % gilt:

f(z) = 100 - 1,035

Wobei 100 der Startwert ist und x die Zeit in Jahren angibt.
Bei einer Funktion mit einer Abnahme, z. B. Halbwertszeit von 3 Jahren (die
Menge halbiert sich alle 3 Jahre:

f(z) =100kg - 275°

Wobei 100 kg die Anfangsmenge angibt.

297
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17.2 Bilder von Exponentialfunktionen

298

Abbildung 17.1:
flz) =2

Abbildung 17.2:
flz) =277

Abbildung 17.3:
flo) =z

Abbildung 17.4:
flx) =22 2"
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y y
A /‘ A
/
|
/ .
X X
Abbildung 17.5: Abbildung 17.6:
flz)=(x+1)-2° fl@) = (-z+1)-2
y y
y f A
/
W
\/
—\\ X X
\
Abbildung 17.7: Abbildung 17.8:
flo) =% fla) =%

17.3 Funktion aus zwei Punkten aufstellen

In diesem Abschnitt lernen Sie, eine Exponentialfunktion aufzustellen, die durch
zwei Punkten geht.

1. Beispiel:
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z Yy

3
-2

11 6
-2

2|12

3|24
-2

4|48

Wie findet man nun nur aus der Wertetabelle die Funktion heraus?
Die Funktion lautet:
flx)=a-q"

Es sind 2 Variablen a und ¢ zu bestimmen. Dazu benétigt man zwei Glei-
chungen.

a ist der Wert bei x = 0, denn f(0) = a - ¢° = a.

q ist der Faktor mit dem man multipliziert, wenn man x um eins vergréfert:

flx) =3-2°
2. Beispiel:
x (Y
0| 5
" q
1
" q
2|45

Nun ist der Faktor ¢ nicht so leicht zu ermitteln. Von 0 bis 2 sind es zwei

Schritte:
5.-¢° = 45
2 =9
qg = 3
fla)=5-3"

3. Allgemeine Vorgehensweise:

Z )

4] 80 \
DAY
71640 7
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Von 4 bis 7 sind es 7 — 4 = 3 Schritte

T
80
¢ = 8
q = 2
Nun ist das ¢ zwar bekannt:
flx)=a-¢"

aber das a ist noch nicht bekannt, dazu bedarf es einer weiteren Gleichung.
Einsetzen eines der beiden Punkte, hier (4/80):

f(4) = 80
a-2* = 80
a-16 = 80

a = 5
fla)=5-2"

17.4 Halbwertszeit

Bei einem radioaktiven Zerfall zerfallen die Atome unregelméflig. Man kann nicht
vorhersagen, wann das Atom zerfillt. Aber man kann den Erwartungswert des
Zerfalls angeben. Das eine Atom zerfillt dann schon nach kurzer Beobachtungs-
zeit, das néichste braucht sehr lange bis es zerfillt. Aber man kann einen Richtwert
angeben, wann die Hélfte der Atome zerfallen ist: Die Halbwertszeit.

Eine Auswahl von Atomen und deren Halbwertszeiten:

’ Atomsorte \ Halbwertszeit ‘

ZoU | 1,6-10° Jahre
222 U 7-10% Jahre
237

92 U 6,8 Tage
233 Th 25,5 Stunden

Die Menge der Atome (des Materials) wird angegeben durch:

1

N(t) = Np-2 '

t: Zeit
N(t): Menge zum Zeitpunkt ¢
th: Die Halbwertszeit
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17.5 Rechenregeln im Zusammenhang der Exponen-
tialfunktion

In diesem Abschnitt werden verschiedene Rechenregeln, welche bei den Rechnun-
gen mit Exponentialfunktionen benotigt werden vorgestellt bzw. an Hand der
Exponentialfunktionen wiederholt.

17.5.1 Potenzgesetze

Hier wird nur an zwei Potenzgesetze erinnert:

Dies ist anschaulich sofort klar:
22.20=2.2.2.2.2.2.2=2" =27
—_—— Y
23 24
Das zweite Potenzgesetz:
Auch hier ein Beispiel, welches Klarheit schafft:

(P’ =7-7-7.7-7-7="13="7
—~ ~— =~
72 72 72

17.5.2 Wichtige Potenzen
Exponent ist null
2" =1 0" =1

Sobald eine 0 im Exponenten steht, ist die Potenz gleich 1. Dies bedeutet insbe-
sondere, dass alle Exponentialfunktionen (mit dem Vorfaktor 1) die y-Achse bei
(0]1) schneiden.

Negative Exponenten

Bei negativen Exponenten haben Sie in Wirklichkeit einen Bruch:

1
T2
Das ist insbesonders wichtig bei 10-er Potenzen, weil mit 10-er Potenzen z. B.
viele Langen beschrieben werden:
Die Dicke der Zellmembran einer Zelle betrigt ca 5nm. 1nm = 1072 m.

273

1
Som —=5-10°m=5- ———m — 0.000.000.000.5
i m 1.000.000.000 o

Da ist die negative 10-er Potenz eine wesentlich besser handhabbare Zahl.
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17.5.3 Logarithmus

In diesem Abschnitt sollen die Anwendung des Logarithmus, welche bei den An-
wendungen von Exponentialgleichungen auftreten, vorgestellt werden.
Sie haben eine Basis und einen y-Wert aber wissen nicht den dazugehérigen
Exponenten:
2" =8

Dann hilft Thnen der Logarithmus diesen Exponenten zu berechnen:
x = log,(8)

Sprich: ,Der Logarithmus zur Basis 2 von 8.“ Es gilt natiirlich log,(8) = 3, denn
22=2.2.2=8.

In der Regel konnen Taschenrechner einen Logarithmus zu einer beliebigen
Basis ausrechnen. Sollte Thr Taschenrechner dies nicht kénnen so hilft folgende
Umrechnung;:

_ log;0(8)
log;0(2)

log,(8)

Anwendungen

Sie haben eine Potenz zur Basis 3 (3”) und mochten die Potenz zur Basis 2
schreiben:

2" =3
logy(3) = a
log,(3) ~ 1,58

21,58 =3

Also gilt folgende Umrechnung;:
3 — (21,58)1 _ 9glssz

Sie ersetzen zuerst die 3 durch eine 2-er Potenz und fassen dann mit Hilfe der
Potenzgesetze zusammen.

Wichtige Werte
Da a® = 0 gilt, fiir a > 0, gilt auch:

log(1) =0

Fiir jede Basis (groBer null).
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17.6 Umformung

In diesem Abschnitt lernen Sie die verschiedenen Darstellungsformen von Expo-
nentialfunktionen ineinander zu iiberfithren.

1. Gegeben ist eine Exponentialfunktion mit:

flz) =2
Problemstellung: Jemand anders mochte diese Funktion mit der Basis 5
schreiben.
Losung;:

92— 5log5(2) _ 50,43
f(l‘) — 9T _ (50,43)37 — 50743%

2. Gegeben ist:
fla)=2%

Die Funktion soll so umgeformt werden, dass nur ein x im Exponenten steht:
3. Gegeben ist die Funktion:
flz)=8-2"
Dies soll in eine Schreibweise ohne ein Produkt tiberfiithrt werden:
flx) =827 =27.27 =27+

2. Beispiel
fa) =52

Dies soll in eine Schreibweise ohne Produkt iiberfithrt werden:

5= 21032(5) — 22,32
flx)=5-2" = 92,32 9r _ 9v+2,32

4. Gegeben ist die Funktion
f(l’) — 2x+3

Dies kann umgeschrieben werden zu:

flr)=2""=2%.2" =8.2°
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17.7 Nullstellen berechnen

Gegeben ist die Funktion
@) =2
Gesucht ist die Nullstelle der Funktion.

z-2"=0

Ein Produkt ist dann null, wenn mindestens einer der Faktoren null ist.

Es ist egal, welche Zahl aus den reellen Zahlen man fiir das x einsetzt, der
Faktor 27 kann niemals null werden fiir x € IR.

Wenn also z - 2 null sein soll, muss x = 0 gelten:

x =0, dafiir alle z € R gilt: 2* # 0

Weitere Beispiele:

1.
flz) = (2® —1)2°
Gesucht ist die Nullstelle:
(> —1)2" =0
(22 —1) =0, da fiir alle x gilt: 2 # 0
rz=—1oder z =1
2.
flz)=2"—=27"
Gesucht ist die Nullstelle.
22 —27% =
22— =0 |2
22¢_1 = 0 | +1
2 =1 | logy()
2 = log,(1)
20 = 0
r = 0
3.
fla) =3 — 5

Gesucht ist die Nullstelle.
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3%* kann man nach den Potenzgesetzen umschreiben:
(3°)* =3" =0

Substitution: Dies ist im Prinzip eine quadratische Gleichung. Um sie iiber-
sichtlicher zu gestalten schreiben wir statt 3% z.

22— 2=0
z=0o0der z =1
Riicksubstitution:

z = 0
3 =0

Diese Gleichung hat keine Losung fiir z € R!

z =

37 =
10823(1)
0

I
= = = =

f(x) hat bei x = 0 eine Nullstelle (0]0).

17.8 Exponentialgleichungen

In diesem Abschnitt lernen Sie Exponentialgleichungen durch Vergleich der Ex-
ponenten zu lésen.

Beispiel:
23x+1 — 24

1. Die Basen sind gleich.

2. Bei einer Exponentialfunktion gibt es zu einem y-Wert nur ein x-Wert, man
kann die Umkehrfunktion bilden.

Aus den beiden Argumenten folgt, dass es ausreicht nur die Exponenten zu ver-
gleichen:

3z+1 = 4
3r = 3

r = 1



KAPITEL 17. EXPONENTIALFUNKTION 307

Probe:
23-1+1 — 24

Eventuell muss das eine oder andere Mal ein Potenzgesetz angewendet werden.
Darum zur Erinnerung:

1.
am . an — am+n
42" =2%.2% = 2vH2
3. 2T — 210g2(3) ) - 2x+10g2(3)
2.
(am>n — q™n
817 — (23)1 — 23z
Beispiele:
1.
35&8—1 — 34z+1
Losung

Direkter Exponentenvergleich ergibt:

br—1 = 4x+1

r—1 =1
r = 2
Losung: 2
2.
3ac+2 — 813;—1
Losung

Die gemeinsame Basis soll 3 werden.

811‘—1 — (34)"571 — 34~(I—1) _ 3495—4

3:l?+2 — 34$—4
Direkter Exponentenvergleich ergibt:

r+2 = 4 -4

2 = 3x—4
6 = 3x
2 = x

Losung: 2
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3.
231 =8. 22:E
Losung
8 =2’
23&2 — 23 . 221)
231‘ _ 22:E—|—3

Direkter Exponentenvergleich ergibt:

3r = 2x+3
r = 3
Losung: 3
4.
210:17—1 — ].6 . 821+1
Losung

9l0z—1 _ 94  g2u+1
9l0z—1 _ o4 (23)2$+1
910z—1 _ o4  93-(2x+1)
91021 _ 93-(20+1)+4
Direkter Exponentenvergleich ergibt:
10z—1 = 32zx+1)+4

10x -1 = 6zx+3+4
10z -1 = 6x+7

dr—1 = 7
dr = 8
r = 2
Losung: 2
D.
221 — 3 . 2:):+1
Losung

3=2%
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b = log,(3)

also gilt:
3 — 9log2(3)

221 — 210g2(3) . 2x+1

22:1: _ 2z+1+10g2(3)
Direkter Exponentenvergleich ergibt:

2 = x4+ 1+ logy(3)
r = 1+4logy(3)

Losung: 1+ log,(3)
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17.9 Multiple Choice Aufgaben
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17.9.1 Multiple Choice - Exponentialfunktionen

Kreuzen Sie die richtigen Antworten an:

311

Zur Unterscheidung einer linearen Funktion: f(z) = ma + b und einer Expo-

nentialfunktion: f(z) = a"*¢
1 LX 11213 4
Iyl 2(4[8 16
9 X 113
Ty 21227
x| 0] 3
5 y 0|12
R 0 2 4
Iy 110 [ 14,4 | 20,736

lineare Funktion
Exponentialfunkion

lineare Funktion
Exponentialfunkion

lineare Funktion
Exponentialfunkion

lineare Funktion
Exponentialfunkion
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17.9.2 Multiple Choice - Exponentialfunktionen — Losung

Kreuzen Sie die richtigen Antworten an:

1. Zu Aufgabe Il
x|1]2]3] 4
v|2[4[8]16

lineare Funktion
Exponentialfunkion, f(x) = 2*

X O

2. Zu Aufgabe 2
x| 1] 3|6
v 2] 12|27

X lineare Funktion f(z) =5z —3
O Exponentialfunkion

3. Zu Aufgabe

X lineare Funktion
O Exponentialfunkion
f(x) = a®**¢ kann nicht null sein.

4. 7Zu Aufgabe M
x| 0 2 4
y | 10 | 14,4 | 20,736

lineare Funktion
Exponentialfunkion
flx) =10-1,24

X O
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17.10 Arbeitsblitter
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17.10.1 Halbwertszeit

Ein unbekannter Stoff soll identifiziert werden. Es stehen zwei Moglichkeiten zur
Auswahl:

25Uty =16-10°a

25Uty =25-100a

Es wird die Menge des radioaktiven Stoffes gemessen:
t=0 1000 g
t =120 Tage 999,9991¢g

1. Bestimmen Sie die Zerfallsfunktion.

2. Geben Sie die Halbwertszeit an.

3. Bestimmen Sie, um welchen Stoff es sich handelt.
4. Wann hat sich die Menge des Stoffes geviertelt?
5. Wieviel hat man nach 10 Jahren noch {ibrig?

6. Wann ist die Menge des Stoffes auf ein Drittel gesunken?
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17.10.2 Halbwertszeit — Losung

315

Ein unbekannter Stoff soll identifiziert werden. Es stehen zwei Moglichkeiten zur

Auswahl:

25Uty =16-10°a

25Uty =25-100a

Es wird die Menge des radioaktiven Stoffes gemessen:

t=0 1000 g
t =120 Tage 999,9991¢g

1. Bestimmen Sie die Zerfallsfunktion.

(a) Die Mengenangabe zum Zeitpunkt ¢ = 0 gibt Ny an:

Ny = 1000 g

Zu bestimmen ist dann nur noch die Halbwertszeit: ¢t,. Beim Einset-
zen des 2. Punktes rechnen Sie am besten direkt in Jahren, weil das
Ergebnis der Halbwertszeit in Jahren gesucht ist.

_ 1120
999,9991 = 1000 - 2 ' 365

1 120

0,9999991 = 2 ' 36

1 120
10g,(0,.9999991) = — — . ——
OgQ( ? ) th 365

1 120

—0.0000013 = —— . ——

’ t, 365
365 1
—0.0000013 - =2 = ——
’ 120 t

1

~0.00000043 = — —

th

1
0.00000043 = —
13}
. 1
b 0.00000043

th ~ 250000
th = 2,5-10°

| - 1000
| log
| 1og,(0,9999991) = In(0,9999991)/ In(2)

In der Musterlsg. sind Zwischenergebnisse ausgerechnet, weil viele Leser
dies leichter lesbar fanden. Dadurch kommt es aber zu Rundungsfehlern.

Besser ist es, den erst alles umzustellen bis ¢, alleine auf einer Seite steht
und dann alles ganz zum Schluss erst auszurechnen.
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Zum Vergleich:
-1 120

= 999,9991\  apE
1Og2( 1000 ) 365

Aufgrund der Rundungsfehler sollten Sie das Ergebnis nicht zu genau an-
geben. So genau wird auch die Messung nicht sein. 250.000 Jahre ist die
Halbwertszeit ungefihr.

13 ~ 253204

Die allgemeine Zerfallsfunktion:

1

N(t)=Ny-2 w"

No=1000g
Die Zerfallfunktion: )
N(t) =1000g-2 25105 "

t in Jahren.
2. Geben Sie die Halbwertszeit an.
th A~ 2,5-10°

3. Bestimmen Sie, um welchen Stoff es sich handelt.

Aufgrund des Vergleichs mit den Halbwertszeiten handelt es sich um
234

92U.

4. Wann hat sich die Menge des Stoffes geviertelt?
Die Menge des Stoffes hat sich nach 5 - 10° Jahren geviertelt.

5. Wieviel hat man nach 10 Jahren noch iibrig?

N(10) = 1000 - 2~ 2510 1°
N(10) = 999,97
Nach 10 Jahren hat man noch 997,97 g {ibrig.

6. Wann ist die Menge des Stoffes auf ein Drittel gesunken?
No

20 N, .2z
AT
1 1 1 1
log, (g = 3510 -t |log, (g) = log (g) /log(2)

1
log, (g) 22,5-10° =t

t ~ 400000

Nach ca. 400.000 Jahren ist die Menge auf ein Drittel gesunken.
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17.10.3 Zinseszins

Sie legen 100 € zu einem Zinssatz von 3% auf das Sparbuch. Die Zinsertrige
werden jedes Jahr erneut angelegt und dann verzinst.

Beachten Sie, dass % fiir ﬁ steht!

Jahr Guthaben am Anfang des Jahres Zinsertrag im Jahr

0 100 3
1 103 103 - 125
2 106,09 106,09 - 135

Der Zinsertrag nach dem 1. Jahr berechnet sich wie folgt:

3 3
1 100 — =100 [ 1+ ——
00 4 100 100 00 < +100>

Der Zinsertrag nach dem 2. Jahr berechnet sich wie folgt: (ausklammern)

3 3
1 103 — =103 [ 1+ ——
03 + 103 100 03 ( +100)

Nun sind aber die 103 € aus dem 1. Jahr bekannt:

3 3 3
103-(1+—)=100-(1+—) (14—
03 ( * 100) 00 < N 100> ( N 100)

Oder als eine Formel ausgedriickt:

£(n) =100 - (1 + i>n

100
n Anzahl der Jahre
f(n)  Geldmenge nach n Jahren
3 Zinssatz

100 Angelegter Geldbetrag
Oder allgemein:

100
n Anzahl der Jahre
f(n)  Geldmenge nach n Jahren
P Zinssatz
No Angelegter Geldbetrag
Aufgabe:

Sie legen 100 € mit einem Zinssatz von 3
1. Wieviel Geld haben Sie nach 5 Jahren?
2. Wann hat sich Thr Geld verdoppelt?

3. In welchem Jahr wiachst das Guthaben um 60 Euro?
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17.10.4 Zinseszins — Losung

Aufgabe
Sie legen 100 € mit einem Zinssatz von 3% an.
Sie erhalten als Geldmengenfunktion:

F(x) =100 - 1,03
x — Anzahl der Jahre, f(z) — Geldmenge nach x Jahren
1. Wieviel Geld haben Sie nach 5 Jahren?

f(5) =100 -1,03° = 115,93

2. Wann hat sich Thr Geld verdoppelt?

200 = 100 - 1,03* | - 100
2=1,03" | log
10g1703(2) =7
1g(2)
1g(1,03)
234~z

Man muss ca. 23,4 Jahre warten bis sich das Kapital verdoppelt hat.

3. In welchem Jahr wichst das Guthaben um 60 Euro?
Der Unterschied des Guthabens zwischen zwei aufeinanderfolgenden Jahren
betriagt 30 €.

60 = f(x+1) — f(z)

60 = 100 - 1,03*** — 100 - 1,03"
0,6 = 1,03**1 — 1,03"

0,6 =1,03-1,03" — 1,03"

0,6 = 1,03"- (1,03 — 1)

0,6 =1,03"-0,03

20 = 1,03*
10851,03(20) =z
1g(20)
lg(1,03)
r~ 101

Im 101. Jahr ist der Zugewinn des Guthabens ca. 60 €.
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17.10.5 Schachbrett

Der Erfinder des Schachbrettes, so der Mythos, wiinschte sich Kérner auf dem
Schachbrett. Auf dem ersten Feld ein Korn, auf dem zweiten Feld 2 Korner,
auf dem dritten Feld 4 Korner usw. Der Konig liefl alles Korn seines Landes
herankarren um schlieilich festzustellen, dass er nicht so viel Korn hatte, wie
er versprochen hatte. Er 16ste — so der Mythos — das Problem dann auf uralte
ykonigliche* Art: Er liel den Erfinder einfach kopfen.

Wie viele Korner lagen auf dem letzten (64.) Feld? Wenn ein Korn 0,047 g
wiegt (auf Basis des Romischen Pfundes), wie schwer waren dann die Koérner auf
dem letzten Feld?

Vergleichen Sie diesen Wert mit der Weltjahresproduktion von Weizen im
Jahre 2005 (ca. 630 Mio.t).

Wie lang muss ein Giiterzug sein, der die Weizenmenge des letzten Feldes
transportieren soll?

Der Giiterwaggon auf dem Bild ist 12m lang und kann 22.500 kg transportieren.
Zum Vergleich: Der Erdumfang am Aquator betrigt ca. 40.000 km.

Abbildung 17.9: Ein Giiterwag-
gon: 12 m lang und die Traglast
betragt 22,500 kg.



KAPITEL 17. EXPONENTIALFUNKTION 320

17.10.6 Schachbrett — Losung
fl)=a-q"

Feld |1]2|3]4
Koérner | 1124 |8
Der konstante Faktor ist 2. Immer wenn das Feld um eins erhoht wird, wird die
Anzahl der Koérner verdoppelt. Damit ist q: 2.
Gesucht der Vorfaktor: a
Auf Feld 0 lagen dann (von rechts nach links: halbieren) 0,5 Korner.

flz)=05-2"=271.2" =271

f: Anzahl der Kérner, x: Anzahl der Felder. Zur Erinnerung: 0,5 = 271,
Auf dem letzten Feld (Feld Nr. 64) liegt laut Taschenrechner:

f(64) =29 =92.10"
Das Gewicht dieser Weizenmenge:

9,2-10'%.0,047g=4,3-10""¢g
4,3-10"g=4,3-10"kg
43.10"kg =4,3-10"¢

Die Weizenmenge betrigt ca. 4,3 - 1011 t.
Ein Vergleich mit der Weltjahresproduktion von Weizen des Jahres 2005:

(4,310 ) : (630 - 10°t) = 688093

Auf dem 64.-ten Feld liegt ca. 700.000 mal die Weltjahresproduktion an Weizen
des Jahres 2005.
Die Lénge des Giiterzuges:

(4,3-10"¢t) : 225t =1,9-10"

Man benétigt also ca. 1,9 - 1010 Giiterwagen.
Jeder Wagen ist 12 m lang:

1,9-10% . 12m~23-10" m
2,3-10"m =2.3-10°km
(2,3 - 10% km) : 40.000 km = 5750

Der Giiterzug umspannt ca. 5750 mal die Erde.
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17.10.7 Altersbestimmung mit der C-14 Methode

Es gibt 3 Kohlenstoffarten: 12 C, 12 C und 12 C . Diese drei Arten

reagieren chemisch alle gleich. Darum heiflen Sie alle drei Kohlenstoff. Doch das
C-14 zerfillt mit einer Halbwertszeit von 5730 Jahren. In der Atmosphére wird

durch kosmische Teilchen, die auf die Erde treffen, immer wieder 1§ C gebildet.

Dies ist wie bei einem Waschbecken. Es gibt einen Zufluss: die Bildung des
C-14 und einen Abfluss: der radioaktive Zerfall. Je mehr C-14 gebildet ist, desto
mehr zerfallt auch. So wie das Wasser im Waschbecken sich nach einiger Zeit auf
einem bestimmten Wasserpegel einstellt (bei einem konstanten Zufluss), so stellt
sich auch in der Atmosphére ein konstantes Kohlenstoffverhéltnis ein zwischen
C-14 und C-12.

Jedes Lebewesen, dass einen Austausch mit der Atmosphére vornimmt — also
atmet — weist dasselbe Verhéltnis von C-14 zu C-12 auf. Dies betrifft Baume,
Pflanzen, Menschen und Tiere.

In dem Augenblick, in dem das Lebewesen stirbt, findet kein Austausch mehr
mit der Atmosphére statt. Die C-14 Atome zerfallen munter vor sich hin, unbe-
eindruckt duferer Einfliisse wie Wetter, Temperatur, Sauerstoffgehalt ... Damit
dndert sich aber das Verhaltnis von C-14 zu C-12. Es gibt immer weniger C-14
Atome und die C-12 Atome sind stabil.

Das Verhéltnis in der Atmosphére betrégt:

14
¢ C
12

¢ C

=107"

Unter der Annahme, dass das Verhéltnis C-14 zu C-12 in der Atmosphére im-
mer gleich war, kann man dann das Alter einer Probe bestimmen. Dazu bestimmt
man das Verhéltnis C-14 zu C-12 in der Probe heute.

Konkret muss man bei der C-14 Methode Schwankungen des Verhéltnisses be-
riicksichtigen. Diese sind hervorgerufen durch Verdnderungen der Sonnenaktivitéat
(Schwankungen der Anzahl der Kosmischen Teilchen), Kernwaffentest und der
Industrialisierung (Kohlenverbrennung und Erdélverbrennung aus fossilen und
damit C-14 freien Ressourcen).

14 14
C C
6 = 6 . 9" 5730a
12 12
6 C 6 C / Lutt

1. Bestimmen Sie, um welchen Faktor sich das Verhéltnis von C-14 zu C-12
bei einer 2000 Jahre alten Probe gedndert hat.

2. Bestimmen Sie das Alter einer Probe, die ein Verhiltnis von 10~'% aufweist?
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3. Die Nachweisgrenze betrégt 1/1000 des Verhéltnisses einer frischen Probe.
Also ab 1 zu 10" kann man das Alter nicht mehr bestimmen. Ermitteln Sie
dass maximale zu bestimmende Alter einer Probe.

Um Rundungsfehler zu minimieren, sollten sie erst im letzten Schritt mit
konkreten Zahlen arbeiten.

4. Ermitteln Sie, welchen Einfluss auf die Altersbestimmung (zu niedrige oder
zu hohe Schétzung) eine verdnderte Sonneneinstrahlung zu Lebzeiten der
Probe hat.
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17.10.8 Altersbestimmung mit der C-14 Methode — Losung

1. Bestimmen Sie, um welchen Faktor sich das Verhéltnis von C-14 zu C-12
bei einer 2000 Jahre alten Probe geéndert hat.

25 200 — 79
Das Verhéltnis hat um den Faktor 0,79 abgenommen.
2. Bestimmen Sie das Alter einer Probe, die ein Verhiltnis von 10~% aufweist?
10718 = 10712 wal()a-t
0,1 = 2~ 5mm !
log(0,1) = —

. . t
5730 a
—5730a - log,(0,1) = 19000 a

Die Probe ist ca. 19000 Jahre alt.

3. Die Nachweisgrenze betréigt 1/1000 des Verhiltnisses einer frischen Probe.
Also ab 1 zu 10' kann man das Alter nicht mehr bestimmen. Ermitteln Sie
dass maximale zu bestimmende Alter einer Probe.

ot
1000
1 1
1 — ) =— .t
°2(1000) = “5730a

—5730a - 1Og2(1000) =t

57100 = ¢

Das Alter einer Probe darf 55000 Jahre nicht {ibersteigen.

Um Rundungsfehler zu minimieren, sollten sie erst im letzten Schritt mit
konkreten Zahlen arbeiten.

4. Ermitteln Sie, welchen Einfluss auf die Altersbestimmung (zu niedrige oder

zu hohe Schétzung) eine verinderte Sonneneinstrahlung zu Lebzeiten der
Probe hat.

Hohe Sonnenaktivitédt zu Lebzeiten der Probe: Es entstand mehr C-14 als
heute angenommen. Darum ist heute in der Probe mehr C-14 vorhanden,
als eigentlich vom Alter her errechnet wiirde. Umgekehrt wird das Alter als
zu hoch angenommen. Die Probe wird adlter geschétzt als sie eigentlich ist.

Niedrige Sonnenaktivitit zu Lebzeiten der Probe: Es war damals zu Leb-
zeiten der Probe weniger C-14 vorhanden als angenommen. Darum wird
das Alter der Probe als zu niedrig geschétzt.
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Anderer Losungsweg: Ein Beispiel ausrechnen:

Hohe Sonneneintrahlung erzeugt viel C-14. Also ist das Verhéltnis grofier.
Z.B.: 10710,

Angenommen Sie finden ein Verhéltnis von 0,5 - 1072 vor.

(a) Rechnung mit normalem Verhéltnis: 10712,
Gefundene Zeit sind 5730 Jahre (Halbwertszeit), denn das Endverhélt-
nis ist genau die Halfte des Ausgangsverhéltnisses.

(b) Rechnung mit Verhéltnis 10710,
0,5-10712 = 10710 . 2570s¢
Ergibt ca. 44.000 Jahre.

Die Zeit wird zu hoch geschétzt bei einer hoheren Sonnenaktivitit.
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17.11 Awufgaben

Aufgabe 17.1
Gesucht ist die Funktionsvorschrift:

x|0] 1] 2
y |5 10|20
(Losung siehe Seite 328]).
Aufgabe 17.2
Gesucht ist die Funktionsvorschrift:
x| 0] 4
y | 5| 405
(Losung siehe Seite 328]).
Aufgabe 17.3
Gesucht ist die Funktionsvorschrift:
x| 1 4
y | 18 | 486
(Losung siehe Seite B28]).
Aufgabe 17.4
Gesucht ist die Funktionsvorschrift: 3 :
X
y | 160 | 10240
(Losung siehe Seite 328]).
Aufgabe 17.5
Gesucht ist die Funktionsvorschrift: 5 .
x| -
y | 5 | 81920
(Losung siehe Seite 329]).
Aufgabe 17.6
Gesucht ist die Funktionsvorschrift:
x| 12 2,5

y | 20,696 | 167,705

(Losung siehe Seite 329]).

Aufgabe 17.7
Gesucht ist die Funktionsvorschrift:

v | 1,391 | 54,352

(Losung siehe Seite B330]).

Aufgabe 17.8
Gesucht ist die Nullstelle von f:

(Losung siehe Seite B30]).
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Aufgabe 17.9
Gesucht ist die Nullstelle von f:

flz)=3*"—-2.3"+1

(Losung siehe Seite B30).

Aufgabe 17.10
Gesucht ist die Nullstelle von f:

flz) =38% =377 42

(Losung siehe Seite B3T]).

Aufgabe 17.11
Gesucht ist die Nullstelle von f:

f(l’) _ 53:15 _ 52m+2

(Losung siche Seite B3T]).

Aufgabe 17.12
Gesucht ist die Nullstelle von f:

fla) =37~ 37

(Losung siehe Seite 332]).

Aufgabe 17.13
Gesucht ist die Nullstelle von f:

f(z) =25% — 5°*% 166

(Losung siehe Seite 332]).

Aufgabe 17.14
Gesucht ist die Nullstelle von f:

flz)=5-2"—24.27% — 37

(Losung siehe Seite B33]).

Aufgabe 17.15
Lésen Sie durch Vergleich der Exponenten:

237+l — 198

(Losung siehe Seite 334]).

Aufgabe 17.16
Lésen Sie durch Vergleich der Exponenten:

23CC+1 — 25%—1

(Losung siehe Seite 334]).
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Aufgabe 17.17
Losen Sie durch Vergleich der Exponenten:
26x+1 — 4 A 25:t+1

(Losung siehe Seite 334]).

Aufgabe 17.18
Lésen Sie durch Vergleich der Exponenten:

26:6-‘1-1 — 85:0—1

(Losung siehe Seite B35]).

Aufgabe 17.19
Lésen Sie durch Vergleich der Exponenten:

22x+1 — 5 . 2:5

(Losung siehe Seite 335]).

Aufgabe 17.20
Lésen Sie durch Vergleich der Exponenten:

33:L’+1 _ 81 . 9230—1

(Losung siehe Seite B35]).

Aufgabe 17.21
Lésen Sie durch Vergleich der Exponenten:

2(=*) — 16

(Losung siehe Seite B30]).
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17.12 Losungen

Zu Aufgabe: [I7.1] Die x-Werte werden immer um eins erhoht. Die y-Werte werden
immer verdoppelt:

f) =52
Zu Aufgabe:

1. Berechnung des Faktors ¢:
Von 0 bis 3 sind es 4 Schritte:

2. Berechnung des Vorfaktors a: Einsetzen eines Punktes entfallt, da man den
0 Wert kennt.

f(z)=5-3"
Zu Aufgabe:

1. Berechnung des Faktors ¢:
Von 1 bis 4 sind es 3 Schritte:

486
S = =27
ST
q=3
2. Berechnung des Vorfaktors a:
1) =18
a-3' =18
a =
fla)=6-3"
Zu Aufgabe: 17.4]
1. Berechnung des Faktors ¢:
6—-3=3
10240
3
= =64
7 160



KAPITEL 17. EXPONENTIALFUNKTION 329

2. Berechnung des Vorfaktors a:

f(3) =160
a- 4% =160
a=25
flz)=25-4"
Zu Aufgabe:
1. Berechnung des Faktors ¢:
5—(=2)="7
81920
¢ = —— =16384
5
q=+4
2. Berechnung des Vorfaktors a:
f(=2)=5
a-47%=5
a =80
f(z) =80-4"
Zu Aufgabe:
1. Berechnung des Faktors ¢:
25—-12=13
167,705
b= —2— =8103
20,696 ’
qg=>5

2. Berechnung des Vorfaktors a:

f(1,2) = 20,696
a -5 = 20,696
a=3

fa) =35
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Zu Aufgabe: 17.7

1. Berechnung des Faktors ¢:

25— (—1,5) =
54,352
e = 4
q 1,392 39,046
qg=2,5
2. Berechnung des Vorfaktors a:
f(=1,5) =1,391
a-25"1=1,391
a=>5,5
f(z) =5,5-25"
Zu Aufgabe: 17.8]
flz) =0
(x2_4).3250+1:0 ‘*
(22 —4) =0
xr = —2oder x =2
) da 32*F1 £ 0 fiir alle 7 € R.
Zu Aufgabe:
Losung durch Substitution:
3=z
32:1? _ 22
flz) =0
3% —2.3"+1=0
22 —2241=0
22— 2z=-1
(z—1)2=0
z=1
Riicksubstitution:
z =
3" =
x=0

Nullstelle bei (0]0).
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Zu Aufgabe: 17.10

f(r)=3*—-3.3"+2
Losung durch Substitution:

3=z
32J} 22

flz) =0

3% —-3.3"4+2=0

2 —32+2=0
22— 3z =-2

(z—1,5)>=0,25
z—15=-050der z—15=0,5

z=1oder z =2

Riicksubstitution:
1. Fall: 2 = 1:
Z =
3 =1
€Tr =
2. Fall: z = 2:
Z _—
3" =
v = logy(2)
r =1g(2)/1g(3)
x = 0,63

Nullstelle bei (0/0) und (0,63]0).
Zu Aufgabe: I7.11]

f(l’) _ 53$ - 52$+2
f(x) _ 53:): _ 52 . 52x
f(z) =5% —25.5%
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Losung durch Ausklammern:

flz) =

53:5 —95. 5290
527 (5% — 25)
(5% — 25)

5T

Tr =

I
MO OO OO

) da 5% =£ 0 fiir alle z € R.
Nullstelle bei (2]0).

Zu Aufgabe:

Nullstelle bei (0]0).
Zu Aufgabe:

Losung durch Substitution:

5 = z
5236_ 2

Losung durch Ausklammern:

fl) = 0

522 —25.5* 466 = 0

22 —2524+66 = 0
Z:

z =23 oder 22
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Riicksubstitution:
1. z=23:
z2=3
5 =
1g(3)
r=—"
Ig(5)
x = 0,6826
2. 2 =22:
2z =22
5" =22
lg(22
===
Ig(5)
r = 1,9206

Nullstelle bei (0,6826]0) und (1,9206/0).

Zu Aufgabe: I7.14
Wir multiplizieren die gesamte Gleichung mit 2%, damit kein Bruch mehr vorhan-

den ist. Denn 27% = 2%

5.2 —-24.27% _37=0
5~2x—24-2%—37—0 .o

5.92% _94.927797 _37.9% =)

5.2%20 -94.90 _37.27 =

5.2%2% _924-37.27 =

5.92% _37.92% =24

Wir substituieren:

z =27
22:221:
522 —372=24

3
Z oder 2z 5
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1. 1. Fall: z =8
z=28
2" =8
z = log,(8)
r=3
2. 2. Fall: z = — % Dazu kann es keine Lésung geben, da 2% nicht negativ ist
fiir alle reellen Zahlen.
Nullstelle bei (3]0).
Zu Aufgabe: 17.15
23:6-‘1-1 — 128

Die rechte Seite wird als Zweierpotenz geschrieben:

log,(128) =7

23x+l:27
3r+1=7
3r =26
T =2

Losung: x = 2.

Zu Aufgabe:
23:c+1 — 251‘—1

Losung durch Exponentenvergleich:

3r+1=5bxr—1

1=2zxz-1
2 =2
1l==x

Losung: x = 1.
Zu Aufgabe: I7.17
261‘+1 — 4 . 25z+1

Umformen der rechten Seite ergibt:
26$+1 — 22 . 25$+1
26z+1 — 25:Jc+1+2

26x+1 — 25I+3
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Losung durch Exponentenvergleich:

6x+1=>5x+3
r+1=3

T =2

Losung: z = 2.

Zu Aufgabe: 17.18
26:6+1 — 4 A 85171

Umformen der rechten Seite ergibt:

obz+1 _ (23)5x+1
26:13+1 —_ 23~(5$+1)

26x+1 _ 215:Jc+3

Losung durch Exponentenvergleich:

6x+1=15x+3

1=9z+3
—2=9
-2
5 =°
Losung: =2
Zu Aufgabe:
92+l _ 5 oz

Umformen der rechten Seite ergibt:

22.’17+1 — 210g2(5) .o

221+1 — 2x+10g2(5)

Losung durch Exponentenvergleich:

20+ 1 =z + logy(5)
x+ 1 =1log,(5)
xr =logy(5) — 1

Losung: © = log,(5) — 1.
Zu Aufgabe:
333:-0—1 — 81 - 922:—1
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Umformen der rechten Seite ergibt:
gBa+1l _ g4 g2e-1
q3etl _ g4 (32)233—1
g3e+l _ g4 32(2e-1)
gBa+1 _ g4 gde—2
g3a+1 _ gda—2+4

33x+1 — 34z+2

Losung durch Exponentenvergleich:

3r+1=4x+2

l=2+4+2

—-1l=x
Losung: x = —1.
Zu Aufgabe: 17.21]

2(*) = 16
Umformen der rechten Seite ergibt:

9(@%) _ o4
Losung durch Exponentenvergleich:

=4

r=—2oderx =2

Losung: x = +2.
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Kapitel 18

Umkehrfunktion

In diesem Kapitel wollen wir uns mit Umkehrfunktionen beschéftigen. Stellen Sie
sich vor, dass Sie eine Funktionsvorschrift haben, um die Entfernung eines Steines
vom Beobachter zu einer bestimmten Zeit auszurechnen:

f) =1

t ist die Zeit in Sekunden und f(t) die Entfernung in Metern vom Werfer.
Nun kann es sinnvoll sein auch eine Funktion zu haben, die zu einer gegebenen
Entfernung die Fallzeit angibt:

x ist die Entfernung in Metern vom Werfer und ¢(z) gibt die Fallzeit an.

Also genau der umgekehrte Fall: In f(¢) wird die Zeit in die Funktion gesteckt
und eine Entfernung wird berechnet und in g(z) wird die Entfernung eingesetzt
und eine Zeit wird berechnet.

Im Skript wird die Umkehrfunktion immer mit einem anderen Buchstaben als
die Funktion benannt. Z. B.: g(z) sei die Umkehrfunktion von f(z). In manchen
anderen Biichern wird die Umkehrfunktion zu f mit f~! bezeichnet. Dies ist nicht
zu verwechseln mit der Potenz. f?(z) = f(z) - f(z), aber:

1
= f(x)
Die Umkehrfunktion

Sie miissen, wenn Sie auf so etwas stoflen immer aus dem Zusammenhang ent-
scheiden was von beiden gemeint ist. Um dem in diesem Skript aus dem Weg zu
gehen, wird die Umkehrfunktion immer benannt.

18.1 Rechnerischer Zugang

Wie berechnet sich die Umkehrfunktion zu einer gegebenen Funktion?

337
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Beispiel:
fla) ="
Die dazugehorige Wertetabelle lautet:
Xy
0 0
1 1
2 4
39

Bei der Umkehrfunktion werden in der Wertetabelle von f die Spalten fiir x und
y vertauscht:

X ¥
0 0
1 1
4 2
9 3

Die Umkehrfunktion g lautet also:

Aber Achtung: Schon hier zeigt sich, dass sich nicht die ganze Wertetabelle
vertauscht: f(—2) = (—2)? = 4, aber v/4 # —2. Die Wurzel gibt nur die Umkehr-

funktion zum positiven Ast der Parabel an.

18.2 Rechnerisches Vorgehen

Doch wie berechnet man nun die Umkehrfunktion?

1. Schritt: Auflésen nach x: Da man die Wurzel nur aus einer positiven Zahl
berechnen kann, muss gelten: x > 0.

l’zzy

r =y
2. Vertauschen von x und y:
y=+r

Die Umbkehrfunktion lautet dann:

Da man nur jeden einzelnen Ast umkehren kann, muss man fiir jeden Ast
die Umkehrfunktion seperat angeben. Die vollstdndige Umkehrfunktion fiir beide
Aste der Parabel (f) lautet:

B Ve o fir >0
g(a;)—{_\/z fir <0
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y X
8 T 8+
4+ 4
—0 % —0 T
-3 D 3 X -3 D 3 y
-4 + -4
81 84

Abbildung 18.1: Der positive Ast der Nor-  Abbildung 18.2: Die Achsenbeschriftung

malparabel. wird vertauscht.
y y
3 3
0 % 0
X8 4 D -4 -8 8 4 -4 -8
37 -3

Abbildung 18.3: Die x-Achse wird auf den ~ Abbildung 18.4: Das Bild wird an der y-
Boden gelegt durch eine Drehung des Bil-  Achse gespiegelt. Dann zeigt der Pfeil der
des um 90°nach links (oder der Kopf fiir =~ x-Achse (also die positive Richtung) nach
Abb. schief gelegt). rechts.

18.3 Graphisches Vorgehen

Wie kommt man nun vom dem Graph von f auf den Graphen der Umkehrfunkti-
on? Im Prinzip werden ja nur die Achsen getauscht. Dieses Tauschen der Achsen
schauen wir uns nun im Detail an in den Abbildungen I8.1] bis 084}

Zuerst wird nur die Beschriftung der Achsen geéndert, also die Bezeichnung
der x-Achse und der y-Achse getauscht (siche Abb. [[8.2). Anschlieend wird das
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y f(x)

9(x)

h(x)

0 : : : : : : : : :
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9X

Abbildung 18.5: Das Bilden der Umkehrfunktion kann graphisch durch
Spiegeln an der Ursprungsgeraden bewerkstelligt werden. f(x) = 22, fiir
x > 0 1ist der positive Ast der Normalparabel, g(z) = x ist die Ursprungs-
gerade und h(z) = /x ist die Umkehrfunktion zum positiven Ast der
Normalparabel.

Bild gedreht, damit die x-Achse auf dem Boden liegt (siche Abb. Normaler-
weise zeigt aber die x-Achse also die positive Richtung nach rechts. Dazu miissen
wir das Bild noch einmal an der y-Achse spiegeln (siehe Abb. [I84]). Das ganze
entspricht einer Spiegelung an der Ursprungsgeraden (siehe Abb. Zum Spie-
geln nehmen Sie einen Punkt auf dem Graphen von f(z). Dann ziehen Sie eine
Linie, die senkrecht auf der Ursprungsgeraden steht und verldngern diese dann um
dieselbe Lénge iiber die Ursprungsgeraden hinaus. Das ist dann der zugehorige
Punkt der Ursprungsgeraden.
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18.4 Elementare Umkehrfunktionen

Funktion = Umkehrfunktion Einschrankung fiir f
fo) = @ g = D - (xR}
fl@) = 22 g(x) = 3 D = {z € R}
[@) = & g@) = Vi D—{zcRz30}
fle) = 2° g(x) = Yo D={reRjz=>0}
flz) = 10* g(z) = lg(z) D ={zeR|z>0}
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18.5 Aufgaben

Aufgabe 18.1
Berechnen Sie die Umkehrfunktion von f.
fla) = (z +1)*
D,={zeR|z> -1}
(Losung siehe Seite B43]).

Aufgabe 18.2
Berechnen Sie die Umkehrfunktion von f.

f(;l') — 103x+5

D, ={z € R}
(Losung siehe Seite B43]).

Aufgabe 18.3
Berechnen Sie die Umkehrfunktion von f.

fz) =

-1

D, ={zxeR|z #1}

X

(Losung siehe Seite B43)).
Aufgabe 18.4
Berechnen Sie die Umkehrfunktion von f.

fz) =

x
2vx —1

D,={reR|z>1}
(Losung siehe Seite B43]).

Aufgabe 18.5
Berechnen Sie die Umkehrfunktion von f.

D, ={zeR|z >0}
(Losung siche Seite 344]).
Aufgabe 18.6
Geben Sie die beiden Funktionen an, deren Graphen gleich dem Graphen der

Umkehrfunktion sind.
(Losung siehe Seite 344]).
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18.6 Losungen

Zu Aufgabe:[I81 1. Auflésen nach x:

(x+1)2=y
r+1=./y
r=.y—1
2. Vertauschen von x und y:
g(z) = Vr -1

D,={xeR|z >0}
Zu Aufgabe: 1. Auflésen nach z:

103:1:+5 _

Y
3z +5=1g(y)
3z =lg(y) =5
_lsly) -5
T3
2. Vertauschen von x und y:
lg(x) — 5
g(x) = elo) =8 ;

D,={reR|z >0}

Zu Aufgabe: [18.3] Auflésen nach x:

E

po | (=1
r = y(x—1) | auflésen
ro=yr—y | —yr
r—yr = y | klammern
z(l—y) =y | (1 —vy)
r = Y
1-y
Vertauschen von z und y:
x
9(z) =

D, ={zeR|z#1}
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Zu Aufgabe: 18.4] Auflosen nach x:

344

= = Y | -2V —1)
v o= yovEsD) |
2?2 = y(r—1) | auflosen
) xz = 4xy22— 4qy? | —daxy?
¢ —dxy? = —4dy | ¢.F.
(r—2¢%)° = —dy? +4dy*
(v =2y = 4y’ — 4
r—2y% = £/ 4yt — 4y?

x = 2u% 4+ /Ayt — 4y?

Sie diirfen nicht einzeln von den Summanden die Wurzel ziehen. Wenn Sie wollen
konnen Sie noch die 4 ausklammern und dann die Wurzel ziehen.
Vertauschen von x und y:

g(x) = 22 4+ Vdat — 422

Der negative Ast enfillt, weil urspriinglich nur der positive Ast von f gedreht
werden sollte.

D,={zxeR|z#0,2#1}
Zu Aufgabe: Auflésen nach z:

7z =v | ()
L= yvo | ()
1 = v’z | :y?
L=
Vertauschen von x und y:
1
9(z) = —

D,={reR|z >0}

Zu Aufgabe:[18.61 1. Die erste Funktion lautet:

flz) =
Jeder Punkt des Graphen ist auch der zugehorige Punkt der Umkehrfunk-
tion:
g(x) = x
2. Die zweite Funktion lautet:
fl@) = —x

Jeder Punkt des Graphen von f wird an der Ursprungsgeraden gespiegelt
und ergibt dann einen (anderen) Punkt des Graphen der Umkehrfunktion.
Z. B. wird aus (—4[4) bei der Spiegelung der Punkt (4] — 4).

g(z) = —x
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Logarithmus

19.1 Logarithmus

Die Logarithmusfunktion ist die Umkehrfunktion zur Exponentialfunktion:
Z.B. : Gegeben ist:
10" = 100

Dann ist ein Wert fiir x gesucht, so dass die Gleichung erfiillt ist:

x = log,,(100) = 2

Allgemein:
Gegeben ist:
a’ =c
dann berechnet sich b durch:
b =log,(c)
Insbesondere gilt:
aloga(e) —

lg ist der Logarithmus zur Basis 10.
In ist der Logarithmus zur Basis e = 2,718.
log ist der Logarithmus zu einer beliebigen Basis.

Da die Exponentialfunktion immer gréfer null ist und stetig steigt, ist klar,

dass der Logarithmus nur von einer positiven Zahl gréfer null berechnet werden
kann und der Logarithmus stetig steigt. (Siehe Abb. [[9.1]).
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-5 5 10 15,

Abbildung 19.1:
flx) = lg(x)

19.2 Spezielle Werte des Logarithmus

log(1) = 0
log(0) = —o0
In(e) = 1
loga<a> =1
1. Da fiir beliebige Werte a gilt:
=1
muss umgekehrt gelten:
log(1) =0
2.
lim o =0
T——00
In Umkehrung bedeutet dies:
log(0) = —o0
3.
a' =a

also gilt:
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19.3 Regeln
log(a - b)
log(a/b)

log(a”)

log(a

347
= log(a) + log(b) (19.1)
= log(a) — log(b) (19.2)
= b=xlog(a) (19.3)

-b) = log(a) + log(b)

Beweis:
Angenommen, es gibt Zahlen (7, s, ¢, a und b) mit folgender Eigenschaft:

r’ = a (19.4)
ri = b (19.5)
Dann folgt daraus:
log,(a) = s (19.6
log,(b) = ¢ (19.7)

Dann gilt nach den Potenzgesetzen:

rs.ord = pste
Auf beiden Seiten wird der Logarithmus angewendet: Die Voraussetzung

wird eingesetzt:

a-b=rsta

Nun wird auf beiden Seiten der Logarithmus angewendet:
log,(a-b)=s+q
s =log,(a) und ¢ = log, (b)
log, (a - b) = log, () + log, (b)
Oder kurz einfach:

log(a - b) = log(a) + log(b)

log(a®) = b * log(a)
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Beweis:

Zur Erinnerung:
rlogr(a) —

ab = (Tlogrw))b — pblog,(a)

Wenn man nun auf beiden Seiten den Logarithmus zur Basis r berechnet:

logr(ab) =b- IOgT(CL)

log(a/b) = log(a) — log(})
Es gibt zwei Beweismoglichkeiten. Entweder wie bei Beweis [[l oder durch
Kombination der bisherigen Regeln.

Beweis durch Ausnutzung der bisherigen Regeln

log(a/b) NP log(a-b™') = log(a)+log(b™") = log(a)+(—1)-log(b) = log(a)—log(b)

Potenzgesetz

19.4 Basiswechsel

Der Taschenrechner kann leider nur zur Basis 10 oder zur Basis e den Loga-
rithmus berechnen. Aber leider hat man manchmal das Problem, dass man den
Logarithmus zu einer anderen Basis berechnen muss:
Beispiel:
2" =8
logy(8) =«

Aber wie berechnet man nun log,(8)?

a® =c
Daraus folgt:
log,(c) =«
Andererseits gilt:
a® =c

(1010g10(a))z —c

10%8w0(@)z —

Aus der letzten Gleichung folgt:

log,(c) = logyy(a) - x
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Oder umgeformt nach x:
logyy(c)
log;o(a)
Auf das erste Beispiel bezogen:

=X

. log10(8)

= =3
10g10(2)

log,(8)
19.5 Zusammenfassung Logarithmus

log(l) = 0

aoga© —

D, ={zeR|0 <z}
log(a - b log(a) + log(b)

log(x)
) =

log(a/b) = log(a) — log(b)
)
)

log(a®) = bxlog(a)
log,,(b)

log, (b
( logo(a)
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Bild — Funktion

In diesem Kapitel sollen die wichtigsten Zusammenhénge zwischen den Graphen
einer Funktion und seiner Funktionsvorschrift dargestellt werden.

In diesem Kapitel werden der Einflufl des Grades einer Nullstelle auf den
Graphen untersucht. Es wird untersucht wie Funktionen gespiegelt werden an
der x- oder y-Achse und wie man Funktionen graphisch umkehrt.

20.1 Nullstellen

Es gibt zwei Arten von Nullstellen:
1. Mit einem Durchgang durch die x-Achse. Siehe Abb.
2. Die x-Achse wird nur beriihrt. Siehe Abb.

y y
4 \\\\ 4 /«
\\\\ /)
X X
Abbildung 20.1: Abbildung 20.2:
f)=et—4=(-2)@+2)  f@)=s'=(r—0)(-0)

Regel: Wenn eine Nullstelle einen ungeraden Grad aufweist, dann schneidet
der Graph die x-Achse, wenn eine Nullstelle einen geraden Grad aufweist, dann
beriihrt der Graph die x-Achse.
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Beweis:
Zuerst sei die Argumentation an einem Beispiel durchgefiihrt:

f(z) = (2% — 4o +4) - 2"

Wir untersuchen die Funktion f(z), die an der Stelle z eine Nullstelle haben soll.
Dann konnen wir die Funktion in ein Produkt mit zwei Faktoren aufspalten. In
einen Faktor, der an der Stelle 2 keine Nullstelle hat und (z — 2)”

fl@)=(z—2)*-2°
Jetzt untersuchen wir, ob es an der Stelle x = 2 einen Vorzeichenwechsel gibt.
Dazu setzen wir einen Wert grofler als 2 ein und einen Wert kleiner als 2:

fB) =4+ +=+-+=+

f)y=="+=+-+=+
Da kein Vorzeichenwechsel stattfindet, beriihrt die Funktion nur die x-Achse

bei x = 2.
Der allgemeine Fall:

fl@) = (& =2)"g(x)
Im allgemeinen Fall ist es so, dass wir das Vorzeichen von g nicht kennen, aber das
ist auch nicht schlimm, denn wir wollen ja nur den Vorzeichenwechsel untersuchen.
Und das Vorzeichen um z herum kann sich ja nur durch (x — z)™ dndern.
Wann dndert sich das Vorzeichen bei (x — 2)"?

1. Bei einem Wert grofler als z ist die Klammer positiv (+). Egal, ob n gerade
oder ungerade ist: +" ist in jedem Fall wieder positiv.

2. Bei einem Wert kleiner als z ist die Klammre negativ (-). Nun macht es
einen Unterschied, ob n gerade oder ungerade ist.

(a) Wenn n gerade ist, dann gilt :(z — 2)" = +.

(b) Wenn n ungerade ist, dann gilt: (z — 2)" = —.
Also gibt es einen Vorzeichenwechsel, wenn der Grad der Nullstelle ungerade ist
und keinen Vorzeichenwechsel, wenn der Grad der Nullstelle gerade ist.

Bei einem Vorzeichenwechsel schneidet der Graph die x-Achse. Ohne Vorzei-
chenwechsel beriihrt der Graph die x-Achse nur.
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y y

Abbildung 20.3: Abbildung 20.4:
f(x) = 2% g(z) = /o und die Winkel-  f(z) = 10%, g(z) = lg(z) und die Win-
halbierende h(z) = z. kelhalbierende h(z) = x.

20.2 Umkehrung

Deutlich zu sehen ist, dass die Umkehrfunktion durch Spiegelung an der Win-
kelhalbierenden (h(z) = x) gebildet wird. Dies kann man sich klar machen, weil
schliefflich im Prinzip die Achsen vertauscht werden miissen.
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20.3 Lineare Funktionsverinderungen

Lineare Koordinatentransformationen kann man aus zwei Blickpunkten anschau-

en. Entweder wird die Koordinatenachse verschoben, bzw. der Mafistab verin-
dert (z. B.: Zwei Késtchen statt vorher 1 Késtchen sind eine 1 Einheit) oder Sie

verschieben und stauchen, dehnen die Funktion in einem bestehenden Koordian-

tensystem. Letztgenanntes wird hier behandelt.
‘ N
0+ 7 NS
! f 1
! \
5+ | .
™\ | SRR
{ \ " , ‘ ~
o — —
3-2-1\D 1/2 3 2m A Aw\ It
-5 \ / \ /
\ / ﬂ‘ })
-10-- VL W/
Abbildung 20.5: Abbildung 20.6:
flx) =2+ 222 — 4z — 4 f(z) = sin(x)
1. Eine Funktion an der y-Achse spiegeln
Ersetzen Sie alle ,,z“ durch ,,—x*.
‘ N
104 ¥ AT
\ A [
[ [
\ 5t A
\ /N .
L A Yy | | v/ |
Ty ,v’M 1 7x / dl T
3241 /123 2 o o2
\54- Vo
| / \ /
-10—+ Voo

Abbildung 20.8:
g(x) = sin(—x)

Abbildung 20.7:
g9(x) = (=2)* + 2(—2)* — 4(-2) — 4
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2. Eine Funktion an der x-Achse spiegeln
Multiplizieren Sie f(x) mit (-1)

Abbildung 20.9:
g(z) = —2® —22% + 42 + 4

3. Eine Funktion am Ursprung spiegeln.

Abbildung 20.10:

g(z) =
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(—1) - sin(x)

Ersetzen Sie alle ,,x* durch ,,—z“ und multiplizieren Sie dann die Funktion

mit (-1).

\
!
\
\
\

Abbildung 20.11:
g(z) =23 — 222 —dx + 4

Abbildung 20.12:

g(z) =

(—1) - sin(—x)
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4. Eine Funktion stauchen. Eine Funktion wird gestaucht, wenn alle x-Werte
ersetzt werden durch az. a ist eine reelle Zahl und a > 1. (Hier a = 2)

A y ‘y
10 " rﬁ\ m 1*ﬂ /h\
S i |
- | ‘% | \j \ | “ L
3923 2| - ~
/ 5 \ fﬁ \ / \ T \\7{
‘_10, \J/ _M% \dl U
Abbildung 20.13: Abbildung 20.14:
g(z) = (22)® — 2(22)% — 4(2x) — 4 g(x) = sin(2x)

5. Eine Funktion dehnen. Eine Funktion wird gedehnt, wenn alle x-Werte
ersetzt werden durch ax. a ist eine reelle Zahl und 0 < a < 1.

AW ey —+——+—
-3-2§ﬁx\3 123 2 - T 27
D 12/ L

-5

10+ SR

Abbildung 20.15: Abbildung 20.16:
g(z) = (0,52)% + 2(0,5z)? — 4(0,5z) — 4 g(z) = sin(0,5z)



356

KAPITEL 20. BILD — FUNKTION
Eine Funktion parallel zur y-Achse nach oben oder unten verschieben.
Eine Funktion wird nach oben verschoben, wenn man zu f(z) einen positi-

6.
ven Wert dazuaddiert. (Nach unten, ein negativer Wert)
A
w0t A P
4 Vool
N / [ [
/NGt Fo [
/ \ f [ f \
\ / [ \
LU WA - |
/ X | \1 | JJL
-3-2-1 -1 2 3 1t
-5+ =21 -t ] 7T\ éﬂx
\ \
\ / \ /
-10- v \/

Abbildung 20.18:
Eine Verschiebung nach oben

Abbildung 20.17:
Eine Verschiebung nach oben.
g(x) =2% +22% —dx — 1 g(x) = sin(x) + 0,2
7. Eine Funktion parallel zur x-Achse nach links oder rechts verschieben.
Um eine Funktion nach links zu verschieben, muss man jeden = Wert erset-
zen durch (z 4+ a), (a ist eine positive reelle Zahl). Um eine Funktion nach

rechts zu verschieben, muss man x durch (x - a) ersetzen.
N

y
10+ ¥ A 1A
| a A 4‘
\
5T L \ /
!’/\\ I' \ 4 \ Jl
WA L . / L [y
[ / [ [ \ [ \" [ X [ “ [ /’ \ I / T
-3-2-1 1 123 2m AT | r me
AN R
' \ ] \
Rt Vv

Abbildung 20.20:
Eine Verschiebung nach links

Abbildung 20.19:
Eine Verschiebung nach rechts.
g(x) = sin(x + %)

g(x) = (x — 0,5)3 + 2(x — 0,5)%> — 4(x — 0,5) — 4



Anhang A

Wortlisten

A.1 Wortliste: E-Phase

Beginn ... : In der Regel ist damit der y-Achsenabschnitt gemeint: f(0).
Extremstelle: Bei quadratischen Funktionen ist der Scheitelpunkt gesucht.

Nullstelle: Gesucht ist der x-Wert, bei dem y = 0 gilt:
flz) =0
proportionale Funktion: Eine lineare Funktion, die durch den Ursprung geht:
f(x) = ma

Startwert ... : Bei Textaufgaben ist damit in der Regel der Wert zu x=0 also der
y-Achsenabschnitt gemeint.

Ursprung: Der Punkt (0|0). Der Schnittpunkt der Koordinatenachsen.
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B.1 Pythagoreische Zahlentripel o> + b* = ¢?
a b c a b c a b c a b c
3 4 5 20 21 29 31 | 480 | 481 45 1 108 | 117
5| 12| 13 20 | 48 | 52 321 60| 68 48 | 55| 73
6 8| 10 20| 99 | 101 32 [ 126 | 130 48 | 64 | 80
71 24| 25 21 | 220 | 221 32 | 255 | 257 48 | 140 | 148
8| 15| 17 22 | 120 | 122 33| 56| 65 48 | 286 | 290
9| 40| 41 23 | 264 | 265 33 | 544 | 545 51 | 140 | 149
10| 24| 26 24 | 32| 40 34 | 288 | 290 52 | 165 | 173
11| 60| 61 24| 70| 74 35 (612 | 613 52 | 336 | 340
12 16| 20 24 | 143 | 145 36| 77| 85 54 | 72| 90
12| 35| 37 25 | 312 | 313 36 | 160 | 164 56 | 90 | 106
13 ] 84| 85 26 | 168 | 170 36 | 323 | 325 56 | 192 | 200
14 | 48| 50 27 | 36| 45 38 | 360 | 362 56 | 390 | 394
15| 112 | 113 27 | 364 | 365 39 80| 89 57 | 176 | 185
16| 30| 34 28 | 45| 53 40 | 42| 58 60 | 91 | 109
16| 63| 65 28 | 96 | 100 40 | 96 | 104 60 | 221 | 229
17 | 144 | 145 28 | 195 | 197 40 | 198 | 202 60 | 448 | 452
18] 80| 82 29 | 420 | 421 44 | 117 | 125 63 | 216 | 225
19 | 180 | 181 30 | 224 | 226 44 | 240 | 244 64 | 120 | 136
a b c a b c a b ¢ a b C
64 | 252 | 260 85 | 132 | 157 112 | 180 | 212 144 | 308 | 340
64 | 510 | 514 87 | 416 | 425 112 | 384 | 400 145 | 408 | 433
65| 72| 97 88 | 105 | 137 114 | 352 | 370 147 | 196 | 245
66 | 112 | 130 88 | 234 | 250 115 | 252 | 277 150 | 200 | 250
68 | 285 | 293 90 | 216 | 234 119 | 120 | 169 152 | 345 | 377
68 | 576 | 580 93 | 476 | 485 120 | 182 | 218 155 | 468 | 493
69 | 260 | 269 95 | 168 | 193 120 | 209 | 241 156 | 320 | 356
72 1 135 | 153 96 | 110 | 146 120 | 442 | 458 160 | 168 | 232
72 | 154 | 170 96 | 128 | 160 125 | 300 | 325 160 | 231 | 281
72 | 320 | 328 96 | 247 | 265 128 | 240 | 272 161 | 240 | 289
75| 100 | 125 96 | 280 | 296 128 | 504 | 520 168 | 374 | 410
75 | 308 | 317 99 | 540 | 549 130 | 144 | 194 170 | 264 | 314
76 | 357 | 365 102 | 280 | 298 132 | 224 | 260 175 | 288 | 337
78 | 160 | 178 104 | 153 | 185 133 | 156 | 205 176 | 210 | 274
80 | 84 | 116 104 | 330 | 346 135 | 352 | 377 180 | 189 | 261
80 | 192 | 208 105 | 208 | 233 136 | 273 | 305 180 | 299 | 349
81 | 360 | 369 108 | 144 | 180 140 | 171 | 221 180 | 432 | 468
84 | 187 | 205 108 | 315 | 333 144 | 270 | 306 189 | 340 | 389
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B.2 o’ + b0+ =d*

11 2 24 3 2125|1027
21 4] 4| 6 2123|1427
20 6 3| 7 3124|1227
11 8] 41 9 7122|1427
31 6] 64 9 9118 | 18 || 27
41 71 41 9 10 | 23 | 10 || 27
21 9] 6|11 12 121 | 12 || 27
6] 7| 6| 11 8124 |12 || 28
41 8| 81| 12 3124116 | 29
3112 413 11 (24|12 29
4112 6| 14 12 12116 | 29
2114 5|15 4128 |10 || 30
2111 ]10 | 15 4122120 | 30
5110 |10 || 15 10 | 20 | 20 || 30
1112112 || 17 2130 6| 31
8112 9| 17 627 |14 | 31
2116 | 8| 18 62221 | 31
6|12 |12 || 18 14 |21 | 18 || 31
8|14 | 8| 18 1132 81 33
1118] 6 19 4132 7|33
6|17 6|19 4128 |17 || 33
6| 15|10 || 19 6|27 |18 | 33
4120 5| 21 712816 | 33
4119 8|21 8|31 8| 33
4116 | 13 || 21 812520 | 33
6 18] 9| 21 11|22 | 22 || 33
711414 21 17 120 |20 | 33
8116 | 11 || 21 18121 | 18 || 33
4118 | 12 || 22 2124124\ 34
12 114 | 12 || 22 16 |24 | 18 || 34
3122] 6|23 1130] 181 35
31814 || 23 6133]10 | 35
6|18 |13 || 23 613017 | 35
8116 | 16 || 24 10 [ 30 | 15 | 35
9120 |12 || 25 15 126 | 18 | 35
12 116 | 15 || 25 413216 || 36
624| 8| 26 12 | 24 | 24 | 36
2126 7| 27 16 | 28 | 16 | 36

360
3136 8| 37 6 33|30 | 45
312824 | 37 8140 1|19 || 45
8127 |24 || 37 13 |40 | 16 || 45
12 128 | 21 || 37 15 | 30 | 30 || 45
213612 38 16 | 37 | 20 || 45
12134 | 12 || 38 20 | 35 | 20 || 45
121 30 | 20 || 38 20 129 | 28 || 45
2134119 39 6|44 | 12 || 46
2129126 | 39 6|36 | 28 || 46
9136 |12 | 39 12 1 36 | 26 || 46
10 | 35| 14 || 39 2142 |21 || 47
13134 |14 | 39 6| 43 | 18 || 47
13126 | 26 || 39 6 | 38 | 27 || 47
14 129 |22 | 39 11 | 42 | 18 || 47
19126 | 22 || 39 18 | 38 | 21 || 47
4139 |12 || 41 18 | 34 | 27 || 47
413324 | 41 16 | 32 | 32 || 48
9132]24 | 41 4148 | 91 49
12 131 | 24| 41 4136 |33 | 49
23 124 |24 || 41 9136|3249
8140 | 10 || 42 12 | 41 | 24 || 49
8138 |16 || 42 12 1 36 | 31 || 49
813226 | 42 14 | 42 | 21 || 49
12 1 36 | 18 || 42 15 140 | 24 || 49
14 | 28 | 28 || 42 23136 |24 || 49
16 | 32 | 22 || 42 18 140 | 24 || 50
21421 9 43 24132 | 30 || 50
213918 43 1150 |10 | 51
6|42 | 7| 43 1146 |22 51
713030 43 1138134 51
9138 |18 | 43 2149 |14 | 51
18 130 | 25 || 43 313636 | 51
8136 |24 | 44 10 | 49 | 10 || 51
24 128 | 24 || 44 14 | 47 | 14 || 51
4135|281 45 14 | 46 | 17 || 51
5144 ] 81| 45 14 | 38 | 31 || 51
5140 | 20 | 45 17134 | 34 | 51
6|42 | 15 || 45 22134 |31 51
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24 136 | 27 || 51 6|48 | 32 || 58
12 148 | 16 || 52 22 | 48 | 24 || 58
8151 |12 || 53 24 | 42| 32 || 58
8148 |21 || 53 6158 9| 59
12 148 | 19 || 53 6|57 |14 | 59
12 1 44 | 27 || 53 6|54 |23 59
12 1 37| 36 || 53 6|42 |41 || 59
27136 | 28 || 53 9154|2259
4152 |14 | 54 9150 1|30 | 59
4150 |20 || 54 14 | 421 39 | 59
4146 | 28 || 54 30 | 41 | 30 || 59
6|48 | 24 || 54 8156 |20 | 60
14 | 44 | 28 || 54 8144 |40 | 60
18 136 | 36 || 54 20 | 40 | 40 || 60
20 |1 46 | 20 || 54 3196 |24 | 61
24 142 | 24 || 54 11 | 48 | 36 || 61
3154 |10 | 55 12 1 56 | 21 || 61
3146 | 30 || 55 20 | 45 | 36 || 61
642 |35 | 55 21| 52|24 || 61
10 | 51 | 18 || 55 24 | 48 | 29 || 61
10 | 45 | 30 || 55 24 143 | 36 || 61
18 145 | 26 || 55 10 | 60 | 12 | 62
19 1 42 | 30 || 55 12 | 54 | 28 || 62
30 | 35|30 || 55 12 | 44 | 42 | 62
16 | 48 | 24 || 56 28 142 | 36 || 62
3154 |18 || 57 2162|1163
4152 |23 || 57 215912263
4 |47 | 32 || 57 2153|3463
7156 | 8] 57 2146 | 43 | 63
7|40 | 40 | 57 5162110 63
8149 |28 || 57 5150 ]38 | 63
16 | 52 | 17 | 57 7156 |28 | 63
16 | 47 | 28 || 57 10 | 50 | 37 | 63
17 144 | 32 || 57 11 | 58 | 22 | 63
18 1 51 | 18 || 57 12 160 | 15 | 63
18 | 45 | 30 || 57 12 | 57 | 24 | 63
19 | 38 | 38 || 57 12 | 48 | 39 | 63
23 | 44 | 28 || 57 18 | 54 | 27 | 63
25 140 | 32 || 57 21 | 42| 42 || 63
28 | 41 | 28 || 57 22 153 |26 || 63

361
22|46 | 37 || 63 16 | 61 | 28 || 69
24 148 | 33 || 63 16 | 59 | 32 || 69
26 | 43 | 38 || 63 16 | 56 | 37 || 69
28 149 | 28 || 63 18 | 54 | 39 | 69
34 38|37 63 20 | 56 | 35 || 69
7160 | 24| 65 23 | 46 | 46 || 69
151 60 | 20 || 65 28 156 | 29 || 69
15152 |36 || 65 35 | 44 | 40 | 69
20 | 57 | 24 || 65 2160 |36 | 70
20 | 48 | 39 || 65 12 1 66 | 20 || 70
25|48 | 36 || 65 12 1 60 | 34 | 70
2|64 |16 | 66 20 160 | 30 || 70
8164 |14 || 66 30|52 |36 | 70
8156 | 34 || 66 316626 | 71
12 | 54 | 36 || 66 31054146 | 71
14 | 56 | 32 | 66 10 | 54 |45 | 71
16 | 62 | 16 || 66 18 166 | 19 || 71
16 | 50 | 40 || 66 18 | 51 |46 || 71
22 | 44 | 44 || 66 19 |54 |42 ]| 71
34 | 40 | 40 || 66 26 | 51 |42 || 71
36 | 42 | 36 || 66 30|54 (35 71
6|63 |22| 67 30|46 | 45 || 71
6|58 |33 | 67 8164 |32 | 72
14 | 63 | 18 || 67 24 148 148 || 72
15 | 58 | 30 || 67 3256 |32 72
15 | 50 | 42 | 67 172121 73
18 | 49 | 42 | 67 8172 9|73
22 | 54 | 33 || 67 8163|3673
30 | 50 | 33 || 67 12 |71 | 12| 73
31 | 42 | 42 || 67 12 164 | 33| 73
4148 | 48 || 68 12 | 57 | 44 | 73
32|48 | 36 || 68 24 163 |28 || 73
4168 |11 |69 28 | 57 1 36 || 73
4167 |16 || 69 33 148 | 44 | 73
4161132169 67216 | 74
4153|4469 6|56 |48 || 74
5|56 |40 | 69 16 | 54 | 48 || 74
9166 |18 || 69 24 | 56 | 42 || T4
9154 |42 | 69 7174 |10 |75
11 | 52| 44 || 69 7170 26| 75
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10 | 73 | 14 || 75 6166|4379
10 | 71| 22 || 75 11 166 | 42 | 79
10 | 70 | 25 || 75 18 | 74121 | 79
10 | 62 | 41 || 75 18 169 | 34| 79
10 | 55 | 50 || 75 21170 | 30 || 79
14 | 70 | 23 || 75 21 166 | 38 || 79
22 | 55 |46 || 75 27166 | 34 || 79
25|62 | 34 || 75 1176 |28 | 81
25|50 | 50 || 75 1168144 | 81
27160 | 36 || 75 67821 | 81
3415538 | 75 67530 | 81
36 | 48 | 45 || 75 6|69 |42 | 81
38 |50 | 41 || 75 817916 | 81

4172|2476 8164 1|49 | 81
24 168 |24 || 76 9172136 | 81
24160 | 40 || 76 16 | 76 | 23 || 81

3176 12 || 77 16 | 68 | 41 || 81

3168 (36|77 16 | 64 | 47 || 81

4172127 || 77 17 | 56 | 56 || 81

5160 |48 || 77 20 | 65 | 44 || 81
12 169 | 32| 77 20 | 56 | 55 || 81
12 1 67| 36 || 77 21 |66 | 42 || 81
12 | 59 | 48 || 77 23|64 |44 | 81
13 |72 24| 77 27 154 | 54 || 81
14 163 | 42 | 77 28 | 64| 41 || 81
22 166 | 33 || 77 30 |69 | 30 || 81
24 | 68 | 27 || 77 32|56 | 49 || 81
27160 | 40 || 77 36 | 63 | 36 || 81
32 | 51 [ 48 || 77 40 | 55 | 44 || 81
40 | 48 | 45 || 77 8|78 |24 | 82
42 | 49 | 42 || 77 8|66 | 48 | 82

4168|3878 18 | 64 | 48 | 82

415815278 24 162 | 48 || 82
1817224 || 78 46 | 48 | 48 || 82
20 | 70 | 28 || 78 2181|1883
26 | 68 | 28 || 78 2163|5483
26 |52 |52 || 78 15 | 70 | 42 | 83
28 | 58 | 44 || 78 18 | 79 | 18 | 83
38 52|44 || 78 18 | 74| 33 | 83

6|78 11|79 18 | 66 | 47 | 83

6| 74|27 |79 30| 70 | 33 || 83

6|69 |38 |79 30| 65 | 42 || 83

362

33|66 | 38 || 83 16 | 72 | 48 || 88
34|63 |42 || 83 48 | 56 | 48 || 88
42 | 54 | 47 || 83 81 81|36 | &9
16 | 80 | 20 || 84 9|84 |28 | 89
16 | 76 | 32 | 84 15180 | 36 || 89
16 | 64 | 52 | 84 15| 64 | 60 | 89
24 | 72 | 36 || 84 17 |1 84 |1 24| 89
28 | 56 | 56 || 84 24 | 81 |28 || 89
32 |64 |44 || 84 24 171 |48 || 89

4172|145 | 8 24 164 | 57 || 89

5|84 |12 8 36 | 73|36 || 89

5| 60 | 60 | 85 36 | 60 | 55 || 89
12 1 60 | 59 | 85 39 | 64 | 48 | 89
21| 72 | 40 || 85 8170 |56 || 90
24 | 751 32 || 85 10 | 88 | 16 || 90
24 | 68 | 45 || 85 10 | 80 | 40 || 90
32160 | 51 || 85 12 1 84 | 30 | 90
40 | 60 | 45 || 85 12 166 | 60 || 90

4184118 || 86 16 | 80 | 38 | 90

4178 |36 || 86 26 | 80 | 32 || 90
12184 | 14 || 86 30 | 60 | 60 | 90
14 1 60 | 60 || 86 32| 74|40 || 90
18 | 76 | 36 | 86 40 | 70 | 40 || 90
36 | 60 | 50 || 86 40 | 58 | 56 || 90

2186 | 13| 87 618918 || 91

218326 87 6|87 |26 | 91

218229 87 6182|3991

216261 87 67354 | 91

917248 || 87 9190|1091
13 | 82 | 26 || 87 9178146 || 91
13 | 70 | 50 | 87 9166 |62 | 91
14 1 83 | 22 || 87 18 | 71 | 54 | 91
14 | 77 | 38 || 87 21 184 128 || 91
19 | 82 | 22 | 87 26 | 78 |39 || 91
19 | 62 | 58 || 87 26 | 66 | 57 || 91
22 | 77| 34 || 87 30|66 | 55 || 91
22 | 61 | 58 || 87 39 | 62|54 || 91
29 | 58 | 58 || 87 46 | 57 | 54 || 91
33| 72136 | 87 12 | 88 | 24 || 92
35| 70 | 38 || 87 12 | 72 | 56 || 92
35| 62 | 50 || 87 24 | 72 | 52 || 92
36 | 63 | 48 || 87 419213 | 93
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26 | 70 |1 65 || 99
31|86 381 99
3182146 || 99
31| 74158 99
33166 |66 | 99
38| 79146 || 99
44 | 77 1 44 1 99
46 | 74 | 47 || 99
49 | 70 | 50 || 99
51 | 60 | 60 || 99
54 1 63 | 54 || 99
36 | 80 | 48 || 100
48 | 64 | 60 || 100

4177 |52 93 7196 |12 97
8192 |11 || 93 7|84 |48 || 97
8188129 | 93 12 | 88 | 39 || 97
8176 |53 || 93 12 | 84 | 47 || 97
8167 |64 | 93 12 | 81 | 52 | 97
11 | 88 | 28 || 93 16 | 72 1 63 | 97
13176 | 52 || 93 24 | 88 | 33 || 97
15190 | 18 || 93 25| 72160 || 97
18 | 81 | 42| 93 33| 72156 || 97
18 166 | 63 || 93 39 | 72|52 || 97
20 | 85 | 32 || 93 47160 | 60 || 97
20 | 80 | 43 || 93 48 | 63 | 56 || 97
28 | 77 | 44 ]| 93 8196 | 18 || 98
3116262 93 817266 || 98
32180 | 35 || 93 18 | 72 ] 64 | 98
32|76 | 43 || 93 24 | 82 |48 || 98
32| 67|56 || 93 24 | 72162 || 98
42 163 | 54 || 93 28 | 84 | 42 || 98
43 164 | 52 || 93 30 | 80 | 48 || 98
22 | 56 | 53 || 93 46 | 72 | 48 || 98
4184 |42 || 94 1198|1499
12 | 86 | 36 | 94 117070 99
12 | 76 | 54 | 94 2194|311 99
22 | 84 | 36 || 94 2186|491 99
36 | 76 | 42 || 94 3196 |24 |99
36 | 68 | 54 || 94 10 1 95| 26 | 99
5190 1|30 | 95 10 | 74 | 65 || 99
5| 78154 | 95 11 | 88 | 44 | 99
6|85 |42 | 95 12 196 | 21 | 99
6 75|58 | 95 12 | 84 | 51 | 99
14 190 | 27 || 95 14 | 97 | 14 | 99
21190 | 22 || 95 14 | 86 | 47 | 99
21 | 78 1 50 || 95 14 |79 | 58 | 99
22 | 75154 || 95 17194 ] 26 || 99
27186 | 30 || 95 17 | 86 | 46 | 99
30 | 85 | 30 || 95 18 | 81 | 54 || 99
30 | 75 1 50 || 95 21 | 84 | 48 || 99
30 | 69 | 58 || 95 24193124 ] 99
42169 | 50 || 95 24 175160 || 99
32|64 | 64 || 96 26 | 82149 || 99
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B.3 Primzahlen bis 10000

21173 1[ 401 |[ 647 |[ 919 |[ 1193 |[ 1483 |[ 1759 |[ 2081 |[ 2377 |[ 2689

311179 | 409 || 653 || 929 || 1201 || 1487 || 1777 || 2083 || 2381 || 2693

510181 || 419 || 659 || 937 || 1213 || 1489 || 1783 || 2087 || 2383 || 2699

711191 || 421 || 661 || 941 || 1217 || 1493 || 1787 || 2089 || 2389 || 2707
11 ([ 193 || 431 || 673 || 947 || 1223 || 1499 || 1789 || 2099 || 2393 || 2711
1311197 || 433 || 677 || 953 || 1229 || 1511 || 1801 || 2111 || 2399 || 2713
17 1 199 || 439 || 683 || 967 || 1231 || 1523 || 1811 || 2113 || 2411 || 2719
19 [ 211 || 443 || 691 || 971 || 1237 || 1531 || 1823 || 2129 || 2417 || 2729
923 || 223 || 449 || 701 || 977 || 1249 || 1543 || 1831 || 2131 || 2423 || 2731
29 || 227 || 457 || 709 || 983 || 1259 || 1549 || 1847 || 2137 || 2437 || 2741
31 || 220 || 461 || 719 || 991 || 1277 || 1553 || 1861 || 2141 || 2441 || 2749
37 11 233 (] 463 || 727 || 997 || 1279 || 1559 || 1867 || 2143 || 2447 || 2753
41 || 239 || 467 || 733 || 1009 || 1283 || 1567 || 1871 || 2153 || 2459 || 2767
43 || 241 || 479 || 739 || 1013 || 1289 || 1571 || 1873 || 2161 || 2467 || 2777
47 || 251 || 487 || 743 || 1019 || 1201 || 1579 || 1877 || 2179 || 2473 || 2789
53 || 257 [] 491 || 751 || 1021 || 1297 || 1583 || 1879 || 2203 || 2477 || 2791
59 || 263 || 499 || 757 || 1031 || 1301 || 1597 || 1889 || 2207 || 2503 || 2797
61 || 269 || 503 || 761 || 1033 || 1303 || 1601 || 1901 || 2213 || 2521 || 2801
67 || 271 || 509 || 769 || 1039 || 1307 || 1607 || 1907 || 2221 || 2531 || 2803
71 || 277 || 521 || 773 || 1049 || 1319 || 1609 || 1913 || 2237 || 2539 || 2819
73 || 281 || 523 || 787 || 1051 || 1321 || 1613 || 1931 || 2239 || 2543 || 2833
79 || 283 || 541 || 797 || 1061 || 1327 || 1619 || 1933 || 2243 || 2549 || 2837
83 |1 293 || 547 || 809 || 1063 || 1361 || 1621 || 1949 || 2251 || 2551 || 2843
89 || 307 || 557 || 811 || 1069 || 1367 || 1627 || 1951 || 2267 || 2557 || 2851
97 || 311 || 563 || 821 || 1087 || 1373 || 1637 || 1973 || 2269 || 2579 || 2857
101 || 313 || 569 || 823 || 1091 || 1381 || 1657 || 1979 || 2273 || 2591 || 2861
103 || 317 || 571 || 827 || 1093 || 1399 || 1663 || 1987 || 2281 || 2593 || 2879
107 || 331 || 577 || 829 || 1097 || 1409 || 1667 || 1993 || 2287 || 2609 || 2887
109 || 337 || 587 || 839 || 1103 || 1423 || 1669 || 1997 || 2293 || 2617 || 2897
113 || 347 || 593 || 853 || 1109 || 1427 || 1693 || 1999 || 2297 || 2621 || 2903
127 || 349 || 599 || 857 || 1117 || 1429 || 1697 || 2003 || 2309 || 2633 || 2909
131 |] 353 || 601 || 859 || 1123 || 1433 || 1699 || 2011 || 2311 || 2647 || 2917
137 |[ 359 || 607 || 863 || 1129 || 1439 || 1709 || 2017 || 2333 || 2657 || 2927
139 || 367 || 613 || 877 || 1151 || 1447 || 1721 || 2027 || 2339 || 2659 || 2939
149 || 373 || 617 || 881 || 1153 || 1451 || 1723 || 2029 || 2341 || 2663 || 2953
151 || 379 || 619 || 883 || 1163 || 1453 || 1733 || 2039 || 2347 || 2671 || 2957
157 || 383 || 631 || 887 || 1171 || 1459 || 1741 || 2053 || 2351 || 2677 || 2963
163 || 389 || 641 || 907 || 1181 || 1471 || 1747 || 2063 || 2357 || 2683 || 2969
167 || 397 || 643 || 911 || 1187 || 1481 || 1753 || 2069 || 2371 || 2687 || 2971
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2999 || 3331 || 3643 || 3989 || 4297 || 4657 || 5003 || 5387 || 5693 || 6053
3001 || 3343 || 3659 || 4001 || 4327 || 4663 || 5009 || 5393 || 5701 || 6067
3011 || 3347 || 3671 || 4003 || 4337 || 4673 || 5011 || 5399 || 5711 || 6073
3019 || 3359 || 3673 || 4007 || 4339 || 4679 || 5021 || 5407 || 5717 || 6079
3023 || 3361 || 3677 || 4013 || 4349 || 4691 || 5023 || 5413 || 5737 || 6089
3037 || 3371 || 3691 || 4019 || 4357 || 4703 || 5039 || 5417 || 5741 || 6091
3041 || 3373 || 3697 || 4021 || 4363 || 4721 || 5051 || 5419 || 5743 || 6101
3049 || 3389 || 3701 || 4027 || 4373 || 4723 || 5059 || 5431 || 5749 || 6113
3061 || 3391 || 3709 || 4049 || 4391 || 4729 || 5077 || 5437 || 5779 || 6121
3067 || 3407 || 3719 || 4051 || 4397 || 4733 || 5081 || 5441 || 5783 || 6131
3079 || 3413 || 3727 || 4057 || 4409 || 4751 || 5087 || 5443 || 5791 || 6133
3083 || 3433 || 3733 || 4073 || 4421 || 4759 || 5099 || 5449 || 5801 || 6143
3089 || 3449 || 3739 || 4079 || 4423 || 4783 || 5101 || 5471 || 5807 || 6151
3109 || 3457 || 3761 || 4091 || 4441 || 4787 || 5107 || 5477 || 5813 || 6163
3119 || 3461 || 3767 || 4093 || 4447 || 4789 || 5113 || 5479 || 5821 || 6173
3121 || 3463 || 3769 || 4099 || 4451 || 4793 || 5119 || 5483 || 5827 || 6197
3137 || 3467 || 3779 || 4111 || 4457 || 4799 || 5147 || 5501 || 5839 || 6199
3163 || 3469 || 3793 || 4127 || 4463 || 4801 || 5153 || 5503 || 5843 || 6203
3167 || 3491 || 3797 || 4129 || 4481 || 4813 || 5167 || 5507 || 5849 || 6211
3169 || 3499 || 3803 || 4133 || 4483 || 4817 || 5171 || 5519 || 5851 || 6217
3181 || 3511 || 3821 || 4139 || 4493 || 4831 || 5179 || 5521 || 5857 || 6221
3187 || 3517 || 3823 || 4153 || 4507 || 4861 || 5189 || 5527 || 5861 || 6229
3191 || 3527 || 3833 || 4157 || 4513 || 4871 || 5197 || 5531 || 5867 || 6247
3203 || 3529 || 3847 || 4159 || 4517 || 4877 || 5209 || 5557 || 5869 || 6257
3209 || 3533 || 3851 || 4177 || 4519 || 4889 || 5227 || 5563 || 5879 || 6263
3217 || 3539 || 3853 || 4201 || 4523 || 4903 || 5231 || 5569 || 5881 || 6269
3221 || 3541 || 3863 || 4211 || 4547 || 4909 || 5233 || 5573 || 5897 || 6271
3229 || 3547 || 3877 || 4217 || 4549 || 4919 || 5237 || 5581 || 5903 || 6277
3251 || 3557 || 3881 || 4219 || 4561 || 4931 || 5261 || 5591 || 5923 || 6287
3253 || 3539 || 3889 || 4229 || 4567 || 4933 || 5273 || 5623 || 5927 || 6299
3257 || 3571 || 3907 || 4231 || 4583 || 4937 || 5279 || 5639 || 5939 || 6301
3259 || 3581 || 3911 || 4241 || 4591 || 4943 || 5281 || 5641 || 5953 || 6311
3271 || 3583 || 3917 || 4243 || 4597 || 4951 || 5297 || 5647 || 5981 || 6317
3299 || 3593 || 3919 || 4253 || 4603 || 4957 || 5303 || 5651 || 5987 || 6323
3301 || 3607 || 3923 || 4259 || 4621 || 4967 || 5309 || 5653 || 6007 || 6329
3307 || 3613 || 3929 || 4261 || 4637 || 4969 || 5323 || 5657 || 6011 || 6337
3313 || 3617 || 3931 || 4271 || 4639 || 4973 || 5333 || 5659 || 6029 || 6343
3319 || 3623 || 3943 || 4273 || 4643 || 4987 || 5347 || 5669 || 6037 || 6353
3323 || 3631 || 3947 || 4283 || 4649 || 4993 || 5351 || 5683 || 6043 || 6359
3329 || 3637 || 3967 || 4289 || 4651 || 4999 || 5381 || 5689 || 6047 || 6361
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6367 || 6761 || 7103 || 7499 || 7829 || 8219 || 8397 || 8929 || 9283 || 9631
6373 || 6763 || 7109 || 7507 || 7841 || 8221 || 8599 || 8933 || 9293 || 9643
6379 || 6779 || 7121 || 7517 || 7853 || 8231 || 8609 || 8941 || 9311 || 9649
6389 || 6781 || 7127 || 7523 || 7867 || 8233 || 8623 || 8951 || 9319 || 9661
6397 || 6791 || 7129 || 7529 || 7873 || 8237 || 8627 || 8963 || 9323 || 9677
6421 || 6793 || T151 || 7537 || 7877 || 8243 || 8629 || 8969 || 9337 || 9679
6427 || 6803 || 7159 || 7541 || 7879 || 8263 || 8641 || 8971 || 9341 || 9689
6449 || 6823 || T177 || 7547 || 7883 || 8269 || 8647 || 8999 || 9343 || 9697
6451 || 6827 || T187 || 7549 || 7901 || 8273 || 8663 || 9001 || 9349 || 9719
6469 || 6829 || 7193 || 7559 || 7907 || 8287 || 8669 || 9007 || 9371 || 9721
6473 || 6833 || 7207 || 7561 || 7919 || 8291 || 8677 || 9011 || 9377 || 9733
6481 || 6841 || 7211 || 7573 || 7927 || 8293 || 8681 || 9013 || 9391 || 9739
6491 || 6857 || 7213 || 7577 || 7933 || 8297 || 8689 || 9029 || 9397 || 9743
6521 || 6863 || 7219 || 7583 || 7937 || 8311 || 8693 || 9041 || 9403 || 9749
6529 || 6869 || 7229 || 7589 || 7949 || 8317 || 8699 || 9043 || 9413 || 9767
6547 || 6871 || 7237 || 7591 || 7951 || 8329 || 8707 || 9049 || 9419 || 9769
6551 || 6883 || 7243 || 7603 || 7963 || 8353 || 8713 || 9059 || 9421 || 9781
6553 || 6899 || 7247 || 7607 || 7993 || 8363 || 8719 || 9067 || 9431 || 9787
6563 || 6907 || 7253 || 7621 || 8009 || 8369 || 8731 || 9091 || 9433 || 9791
6569 || 6911 || 7283 || 7639 || 8011 || 8377 || 8737 || 9103 || 9437 || 9803
6571 || 6917 || 7297 || 7643 || 8017 || 8387 || 8741 || 9109 || 9439 || 9811
6577 || 6947 || 7307 || 7649 || 8039 || 8389 || 8747 || 9127 || 9461 || 9817
6581 || 6949 || 7309 || 7669 || 8053 || 8419 || 8753 || 9133 || 9463 || 9829
6599 || 6959 || 7321 || 7673 || 8059 || 8423 || 8761 || 9137 || 9467 || 9833
6607 || 6961 || 7331 || 7681 || 8069 || 8429 || 8779 || 9151 || 9473 || 9839
6619 || 6967 || 7333 || 7687 || 8081 || 8431 || 8783 || 9157 || 9479 || 9851
6637 || 6971 || 7349 || 7691 || 8087 || 8443 || 8803 || 9161 || 9491 || 9857
6653 || 6977 || 7351 || 7699 || 8089 || 8447 || 8807 || 9173 || 9497 || 9859
6659 || 6983 || 7369 || 7703 || 8093 || 8461 || 8819 || 9181 || 9511 || 9871
6661 || 6991 || 7393 || 7717 || 8101 || 8467 || 8821 || 9187 || 9521 || 9883
6673 || 6997 || 7411 || 7723 || 8111 || 8501 || 8831 || 9199 || 9533 || 9887
6679 || 7001 || 7417 || 7727 || 8117 || 8513 || 8837 || 9203 || 9539 || 9901
6689 || 7013 || 7433 || 7741 || 8123 || 8521 || 8839 || 9209 || 9547 || 9907
6691 || 7019 || 7451 || 7753 || 8147 || 8527 || 8849 || 9221 || 9551 || 9923
6701 || 7027 || 7457 || 7757 || 8161 || 8537 || 8861 || 9227 || 9587 || 9929
6703 || 7039 || 7459 || 7759 || 8167 || 8539 || 8863 || 9239 || 9601 || 9931
6709 || 7043 || 7477 || 7789 || 8171 || 8543 || 8867 || 9241 || 9613 || 9941
6719 || 7057 || 7481 || 7793 || 8179 || 8563 || 8887 || 9257 || 9619 || 9949
6733 || 7069 || 7487 || 7817 || 8191 || 8573 || 8893 || 9277 || 9623 || 9967
6737 || 7079 || 7489 || 7823 || 8209 || 8581 || 8923 || 9281 || 9629 || 9973
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B.4 2

V2 = 1,4142135623730950488016887242096980785696718753769480731 766797379
90732478462107038850387534327641572735013846230912297024924836055850737
21264412149709993583141322266592750559275579995050115278206057147010955
99716059702745345968620147285174186408891986095523292304843087143214508
39762603627995251407989687253396546331808829640620615258352395054745750
28775996172983557522033753185701135437460340849884716038689997069900481
50305440277903164542478230684929369186215805784631115966687130130156185
68987237235288509264861249497715421833420428568606014682472077143585487
41556570696776537202264854470158588016207584749226572260020855844665214
58398893944370926591800311388246468157082630100594858704003186480342194
89727829064104507263688131373985525611732204024509122770022694112757362
72804957381089675040183698683684507257993647290607629969413804756548237
28997180326802474420629269124859052181004459842150591120249441341728531
47810580360337107730918286931471017111168391658172688941975871658215212
82295184884720896946338628915628827659526351405422676532396946175112916
02408715510135150455381287560052631468017127402653969470240300517495318
86292563138518816347800156936917688185237868405228783762938921430065586
95686859645951555016447245098368960368873231143894155766510408839142923
38113206052433629485317049915771756228549741438999188021762430965206564
21182731672625753959471725593463723863226148274262220867115583959992652
11762526989175409881593486400834570851814722318142040704265090565323333
98436457865796796519267292399875366617215982578860263363617827495994219
40377775368142621773879919455139723127406689832998989538672882285637869
7749662519966583525776198939322845344735694794962952168891485492538904 7
55828834526096524096542889394538646625744927556381964410316979833061852
01937938494005715633372054806854057586799967012137223947582142630658513
22174088323829472876173936474678374319600015921888073478576172522118674
904249773669292073110963697216089337086611567345853348332952546 75851644
71075784860246360083444911481858765555428645512331421992631133251797060
84365597043528564100879185007603610091594656706768836055717400767569050
96136719401324935605240185999105062108163597726431380605467010293569971
04242510578174953105725593498445112692278034491350663756874776028316282
96055324224269575345290288387684464291732827708883180870253398523381227
49990812371892540726475367850304821591801886167108972869229201197599880
70381854333253646021108229927929307287178079988809917674177410898306080
03263118164279882311715436386966170299993416161487868601804550555398691
31151860103863753250045581860448040750241195184305674533683613674597374
42398855328517930896037389891517319587413442881784212502191695187559344
43873961893145499999061075870490902608835176362247497578588583680374579
31157339802099986622186949922595913276423619410592100328026149874566...
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B5 =

m=3,141592653589793238462643383279502884197
1693993751058209749445923078164062862089986
2803482534211706798214808651328230664709384
4609550582231725359408128481117450284102701
9385211055596446229489549303819644288109756
6593344612847564823378678316527120190914564
8566923460348610454326648213393607260249141
2737245870066063155881748815209209628292540
9171536436789259036001133053054882046652138
4146951941511609433057270365759591953092186
1173819326117931051185480744623799627495673
5188575272489122793818301194912983367336244
0656643086021394946395224737190702179860943
7027705392171762931767523846748184676694051
3200056812714526356082778577134275778960917
3637178721468440901224953430146549585371050
7922796892589235420199561121290219608640344
1815981362977477130996051870721134999999837
2978049951059731732816096318595024459455346
9083026425223082533446850352619311881710100
0313783875288658753320838142061717766914730
3598253490428755468731159562863882353787593
7519577818577805321712268066130019278766111
9590921642019893809525720106548586327886593
6153381827968230301952035301852968995773622
5994138912497217752834791315155748572424541
5069595082953311686172785588907509838175463
7464939319255060400927701671139009848824012
8583616035637076601047101819429555961989467
67837449448255379774726847104047534646208014
6684259069491293313677028989152104752162056
9660240580381501935112533824300355876402474
9647326391419927260426992279678235478163600
9341721641219924586315030286182974555706749
8385054945885869269956909272107975093029553
2116534498720275596023648066549911988183479
7753566369807426542527862551818417574672890
9777727938000816470600161452491921732172147
7235014144197356854816136115735255213347574
1849468438523323907394143334547762416862518
9835694855620992192221842725502542568876 ...
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